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Introdução
Considere-se o seguinte teorema clássico de Topologia, cuja demonstração

pode ser vista em [2, §7.5] ou em [5, §11.2]:

Teorema 1 Se E for um espaço métrico, então existe algum espaço métrico
completo F tal que E é isométrico a um subespaço de F .

Este é um teorema de existência, i. e. um teorema que afirma que, dado um
objecto matemático A com determinadas propriedades, existe algum objecto
matemático A′ que satisfaz uma certa relação relativamente a A. Teoremas
deste tipo são frequentes em Matemática. Veja-se, por exemplo, o teorema
que afirma que qualquer corpo é um subcorpo de algum corpo algebricamente
fechado.

Há, no entanto, uma diferença psicológica importante entre o teorema 1 e o
exemplo do parágrafo anterior, do ponto de vista de um aluno de Matemática.
Afinal, não é difícil para um tal aluno constatar a existência de corpos para
os quais não é claro se são subcorpos de algum corpo algebricamente fechado
(os corpos finitos, por exemplo). Em contrapartida, os exemplos de espaços
métricos não completos E que são vistos em cursos de introdução à Topologia
(tais como Q ou ]0, 1[ munidos da métrica usual) são exemplos para os quais é
usualmente muito fácil descrever um espaço métrico completo que contém E;
excepções parciais a esta regra podem ser vistas em [1, §II.3] e em [5, §9.2] e
serão comentadas com mais detalhe mais à frente. Isto leva a que um aluno que
se depare com o teorema 1 pela primeira vez possa ser levado a pensar que

1. o teorema 1 é inútil, no sentido de ser óbvio, em cada situação concreta
onde seja dado um espaço métrico não completo, como é que se deve
proceder para o completar;

2. a única maneira de se provar que um espaço métrico E não é completo
consiste em mergulhá-lo num espaço métrico completo F e ou mostrar que
E não é um fechado de F ou tomar um ponto da fronteira de E (em F )
que não pertença a E e usá-lo para construir uma sucessão de Cauchy de
elementos de E que não seja convergente em E.

Em [1, §II.3] é de facto demonstrado que Q não é completo (relativamen-
te à métrica usual) sem se recorrer ao facto de ser mergulhável em R (o que,
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aliás, seria impossível dada a maneira como aquele livro está organizado, pois
os números reais só são aí definidos dois capítulos mais à frente). Para tal,
mostra-se que a sucessão (

n∑
k=0

1
2k(k+1)/2

)
n∈Z+

é de Cauchy mas não converge em Q. No entanto, este exemplo, embora inata-
cável do ponto de visto lógico, dificilmente será convincente do ponto de vista
psicológico, pois um estudante de Topologia já conhece a existência dos números
reais.

O objectivo deste artigo consiste em fornecer exemplos de espaços métricos
para os quais não seja óbvia a existência de um espaço métrico completo que
contenha um subespaço que lhe seja isométrico. Pretende-se, além disso, que
os exemplos sejam «naturais», i. e. que sejam obtidos a partir de entidades
matemáticas já conhecidas dos alunos, para não transmitir a impressão de que
uma tal situação só pode surgir em situações de certo modo artificiais.

Os exemplos que vão ser apresentados, obtidos a partir do espaço das fun-
ções integráveis segundo Riemann definidas num intervalo [a, b] de R, também
poderão servir de estímulo para o estudo do integral de Lebesgue, uma vez que,
como é explicado, completamentos dos espaços em questão podem ser construí-
dos recorrendo àquele integral.

1 Exemplos
Sejam a, b ∈ R com a < b e sejam C([a, b]) e R([a, b]) os espaços formados

pelas funções de [a, b] em R que são, respectivamente, contínuas e integráveis
segundo Riemann. Como se sabe, C([a, b]) ⊂ R([a, b]) (veja-se [3, teorema 6.8],
por exemplo). Vamos ver que existe uma sucessão de Cauchy de elementos de
C([a, b]) que não converge em R([a, b]), o que mostrará que nem C([a, b]) nem
R([a, b]) são completos. Naturalmente, para que isto faça sentido é necessário
começar por explicar qual é a métrica com que se vai trabalhar nestes espaços.
Trata-se da «métrica» do integral:

d(f, g) =
∫ b

a

|f − g|.

As aspas da frase anterior justificam-se pelo facto de não se tratar realmente
de uma métrica mas somente de uma pseudo-métrica; por outras palavras, d
satisfaz todas as condições de uma métrica excepto que não se tem necessaria-
mente d(f, g) = 0 =⇒ f = g quando f, g ∈ R([a, b]) (mas a implicação é válida
se f, g ∈ C([a, b])). Quando se está perante um conjunto E munido de uma
pseudo-métrica d, é usual considerar-se em E a relação de equivalência

x ∼ y se e só se d(x, y) = 0,

definir no quociente E/ ∼ a métrica

E/ ∼ ×E/ ∼ −→ R+

([x], [y])  d(x, y)

2



e trabalhar com o novo espaço métrico assim obtido. Alternativamente, pode-se
continuar a trabalhar com E e com a pseudo-métrica d e observar que noções
como «aberto», «fechado», «sucessão convergente», «sucessão de Cauchy», etc.,
continuam a fazer sentido. Ambas as abordagens conduzem aos mesmos resul-
tados.

Para simplificar a exposição, ir-se-á trabalhar com o intervalo [0, 1] e não
com um intervalo [a, b] arbitrário.

Considere-se a sucessão de funções (fn)n∈N de elementos de C([0, 1]) assim
definida: se n ∈ N, então fn é a função

[0, 1] −→ R

x  

{
1/
√

x se x > 1/n2

n caso contrário.

É fácil demonstrar que se trata de uma sucessão de Cauchy, pois tem-se

(∀m,n ∈ N) : d(fm, fn) =
∣∣∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣∣∣ .
No entanto, esta sucessão não converge em R([0, 1]). De facto, se convergisse
para uma função f daquele espaço, então f seria limitada (pela definição de
função integrável segundo Riemann). Seja M um majorante de f que seja
maior ou igual a 1. Então, para cada n ∈ N para o qual n >M , ter-se-ia

d(f, fn) =
∫ 1

0

|f − fn|

>
∫ 1/M2

0

|f − fn|

>
∫ 1/n2

0

(n−M) dx +
∫ 1/M2

1/n2

(
1√
x
−M

)
dx

=
1
M

− 1
n

·

Mas então limn∈N d(f, fn) > 1/M , o que é absurdo.
Está então provado que nem C([0, 1]) nem R([0, 1]) são espaços métricos

completos. Observe-se que, em [5, §9.2], é visto um exemplo de uma sucessão
de Cauchy de elementos de C([0, 1]) que não é convergente em C([0, 1]). No
entanto, a sucessão em questão converge em R([0, 1]) e, portanto, não pode
ser usada para demonstrar que R([0, 1]) não é completo. Esta é a segunda das
«excepções parciais» a que foi feita referência na Introdução.

2 Mais exemplos
Examinemos o exemplo anterior para perceber como obter outros exemplos

de sucessões de Cauchy de elementos de C([0, 1]) que não sejam convergentes em
R([0, 1]). Não é difícil adivinhar o que é que está por trás da sucessão (fn)n∈N:
considera-se a função

f : ]0, 1] −→ R
x  1/

√
x,
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cujo integral impróprio
∫ 1

0
f converge, i. e. o limite limε→0+

∫ 1

ε
f existe; toma-se

então
fn: [0, 1] −→ R

x  

{
f(x) se x > an

f(an) caso contrário,
(1)

para uma sucessão (an)n∈N de elementos de ]0, 1] convergente para 0 (no exemplo
em questão, empregou-se an = n−2). Não é difícil ver que este método funciona
sempre. Mais precisamente, se f : ]0, 1] −→ R for contínua, se limx→0+ f(x) =
±∞, se o integral

∫ 1

0
f(x) convergir e se (an)n∈N for uma sucessão de elemen-

tos de ]0, 1] convergente para 0, então (1) define uma sucessão de Cauchy de
elementos de C([0, 1]) que não converge em R([0, 1]).

Isto leva naturalmente à seguinte questão: será que todos os exemplos são
deste tipo, ou seja, passíveis de serem obtidos a partir de integrais impróprios
de funções não limitadas? Mais precisamente: será que dada uma sucessão de
Cauchy (fn)n∈N de funções contínuas de [0, 1] em R, a não convergência dessa
sucessão em R([0, 1]) implica que limn sup |fn| = +∞? Vamos ver que a res-
posta é negativa, ou seja, vamos ver que há sucessões de Cauchy uniformemente
limitadas (ou seja, para as quais há algum número real M tal que o valor ab-
soluto de qualquer elemento da sucessão é majorado por M) de elementos de
C([0, 1]) que não são convergentes em R([0, 1]). Outra maneira de formular isto
é a seguinte: se a, b ∈ R são tais que a < b, sejam

Ca,b([0, 1]) =
{

f ∈ C([0, 1]) f([0, 1]) ⊂ [a, b]
}

e
Ra,b([0, 1]) =

{
f ∈ R([0, 1]) f([0, 1]) ⊂ [a, b]

}
.

Então vai-se provar que o espaço Ra,b([0, 1]) não é completo e que, mais precisa-
mente, é possível encontrar uma sucessão de Cauchy de elementos de Ca,b([0, 1])
que não converge em Ra,b([0, 1]). Para simplificar a exposição, isto será feito
para a = 0 e b = 1, mas é claro que o mesmo método se aplica a quaisquer
outros valore sde a e de b.

3 O conjunto de Cantor
Vai-se agora introduzir um conjunto particularmente interessante.

Definição 1 Para cada α ∈]0, 1], define-se o conjunto de Cantor Cα do
seguinte modo:

1. Seja I0 o intervalo [0, 1].

2. Subtrai-se a I0 o intervalo aberto central de comprimento α/3; seja I1 o
conjunto restante. Por outras palavras,

I1 = I0\]1/2− α/6, 1/2 + α/6[= [0, 1/2− α/6] ∪ [1/2 + α/6, 1].

3. O conjunto I1 é formado pela reunião disjunta de dois intervalos fechados
de [0, 1]. A cada um destes intervalos subtrai-se o intervalo aberto central
de comprimento α/9. Seja I2 o conjunto restante.
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4. Vai-se construindo assim uma família decrescente (In)n∈Z+ de sub-con-
juntos de [0, 1]. Cada In é uma reunião disjunta de 2n intervalos fechados
de [0, 1] e In+1 obtém-se retirando a cada um destes intervalos o intervalo
aberto central de comprimento α/3n+1.

5. Define-se Cα como sendo
⋂

n∈Z+
In.

I0

I1

I2

I3

. . .

Figura 1: Construção do conjunto de Cantor (com α = 3/4)

Esta construção está ilustrada pela figura 1 (nesta e em todas as outras
figuras que envolvam o conjunto de Cantor, será empregue o valor α = 3/4).

Há uma passagem nesta definição com a qual é preciso ter algum cuidado.
Para que o ponto 4. faça sentido é necessário demonstrar que o comprimento
de cada um dos 2n intervalos fechados cuja reunião disjunta forma In é maior
de que α/3n+1; caso contrário, não se pode falar no «intervalo aberto central
de comprimento α/3n+1». Para justificar a passagem, repare-se que o conjunto
I1 é obtido retirando-se de [0, 1] um segmento de comprimento α/3; logo, I1 é
formado por dois segmentos de comprimento (1−α/3)/2. Em seguida, obtém-se
I2 retirando de I1 dois segmentos de comprimento α/9, pelo que I2 é formado
por quatro segmentos de comprimento ((1−α/3)/2−α/9)/2 = (1−α−2α/9)/4.
Prosseguindo este tipo de cálculos, vê-se que cada In é reunião de 2n intervalos
disjuntos de comprimento

2−n

(
1−

n∑
k=1

2k−1α

3k

)
= 2−n

(
1− α

(
1− 2n

3n

))
e então o que se quer mostrar é que:

(∀n ∈ Z+) : 2−n

(
1− α

(
1− 2n

3n

))
>

α

3n
·

Verifica-se facilmente que esta desigualdade equivale a:

(∀n ∈ Z+) :
1− α

2n
> −2α

3n

e esta última afirmação é obviamente verdadeira. Também se deduz desta desi-
gualdade que α não pode ser maior do que 1.

Usualmente, a expressão «conjunto de Cantor» refere-se ao conjunto C1 mas
para dar um exemplo de uma sucessão de Cauchy uniformemente limitada de
elementos de C([0, 1]) que não converge em R([0, 1]) é preciso recorrer a algum
Cα com α < 1. De facto, vai-se começar por construir um exemplo de uma
sucessão de Cauchy de elementos de R([0, 1]) que não é convergente e explicar
em seguida como se pode modificar este exemplo de modo a ter-se uma sucessão

5



nas condições atrás descritas. Seja então Cα um conjunto de Cantor com α < 1
e considere-se a sucessão de funções (fn)n∈Z+ assim definida:

(∀n ∈ Z+)(∀x ∈ [0, 1]) : fn(x) =

{
1 se x ∈ In

0 caso contrário.

É claro que (fn)n∈Z+ é uma sucessão de elementos de R([0, 1]) e que

(∀n ∈ Z+) :
∫ 1

0

fn = 1− α

(
1− 2n

3n

)
.

Deduz-se então que

• a sucessão (fn)n∈Z+ é uma sucessão de Cauchy, pois se m,n ∈ Z+ com
m > n tem-se∫ 1

0

|fm − fn| =
∫ 1

0

fn − fm = α

((
2
3

)n

−
(

2
3

)m)
;

• se a sucessão (fn)n∈Z+ convergir para f ∈ R([0, 1]), então∫ 1

0

f = lim
n∈Z+

∫ 1

0

fn = 1− α > 0. (2)

Para se mostrar que uma tal função f não pode existir é conveniente provar
que Cα não contém intervalos da forma ]a, b[ (em termos topológicos, isto é o
mesmo que afirmar que o conjunto de Cantor tem interior vazio). De facto, se
contivesse um tal intervalo então (∀n ∈ Z+) :]a, b[⊂ In. Mas isto é impossí-
vel uma vez que In é um sub-conjunto de [0, 1] que é reunião de 2n intervalos
disjuntos de comprimento 2−n

(
1−

∑n
k=1

2k−1α
3k

)
< 2−n e, se n ∈ Z+ for sufici-

entemente grande, b− a > 2−n.
Para terminar a demonstração de que uma tal função f nas condições atrás

descritas não pode existir, vai-se mostrar que, se P for uma partição de [0, 1],
então Σ(f, P ) não excede 0, o que contradiz (2). Para tal, basta mostrar que se
a, b ∈ [0, 1] e a < b, então inf f([a, b]) 6 0. Se assim não fosse, i. e. se existisse
um intervalo não degenerado [a, b] ⊂ [0, 1] com inf f([a, b]) > 0, então, uma vez
que ]a, b[6⊂ Cα, ]a, b[ teria de conter algum c /∈ Cα. Pela definição de Cα, haveria
algum intervalo ]a′, b′[ contendo c e contido em [a, b] tal que ]a′, b′[∩In = ∅ para
cada n suficientemente grande, pelo que fn(]a′, b′[) = {0} para n suficientemente
grande. Para um tal n tem-se∫ 1

0

|f − fn| >
∫ b′

a′
|f − fn| =

∫ b′

a′
|f |,

pelo que ∫ b′

a′
|f | 6 lim

n∈Z+

∫ 1

0

|f − fn| = 0. (3)

Mas se inf f([a, b]) = x > 0 então inf |f |([a′, b′]) > x, pelo que∫ b′

a′
|f | > x(b− a) > 0,
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1

1

Figura 2: Gráfico de f2

o que contradiz (3).
Não é difícil modificar o exemplo anterior de modo a mostrar que existe

alguma sucessão de Cauchy e uniformemente limitada de elementos de C([a, b])
que não converge em R([a, b]). Basta para tal substituir cada função fn por
uma função contínua gn de modo a ter-se limn∈N d(fn, gn) = 0. Para se ver
como se pode fazer isso, basta ver que o gráfico da função f2, por exemplo, é
aquele que se pode ver na figura 2. Mas basta então tomar para gn uma função
como aquela cujo gráfico se pode ver na figura 3. Os detalhes ficam ao cuidado
do leitor.

1

1

Figura 3: Gráfico de g2

4 A densidade das funções contínuas
O facto de, para cada função fn (n ∈ N) do exemplo anterior, se poderem

encontrar funções contínuas tão próximo delas quanto se queira não depende de
modo algum das daquelas funções em particular.

Teorema 2 O espaço C([0, 1]) é denso em R([0, 1]). Mais precisamente, se
f ∈ R([0, 1]) e se a, b ∈ R forem tais que (∀x ∈ [0, 1]) : a 6 f(x) 6 b, então
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existe alguma sucessão (fn)n∈N de funções contínuas de [0, 1] em R tal que
(∀n ∈ N) : fn([0, 1]) ⊂ [a, b] e que limn fn = f .

Para demonstrar este teorema, convém introduzir a seguinte noção:

Definição 2 Diz-se que uma função f : [0, 1] −→ R é uma função em es-
cada se existir uma partição 0 = a0 < a1 < a2 < · · · < an = 1 do intervalo
[0, 1] tal que a restrição de f ao intervalo [ak−1, ak[ é constante, para cada
k ∈ {1, 2, . . . , n}.

A figura 4 representa o gráfico de uma função em escada.

1

Figura 4: Gráfico de função em escada

Que as funções contínuas formam uma parte densa do espaço das funções
integráveis segundo Riemann pode ser demonstrado em dois passos: primeiro
mostra-se que tão perto quanto se queira de uma função integrável segundo
Riemann há funções em escada e seguidamente mostra-se que tão perto quanto
se queira de uma função em escada há funções contínuas.

Sejam então f ∈ R([0, 1]) e ε ∈]0,+∞[; quer-se mostrar que existe uma
função em escada g: [0, 1] −→ R tal que d(f, g) < ε/2 e que existe uma função
contínua h: [0, 1] −→ R tal que d(g, h) < ε/2; deduz-se então que d(f, h) < ε.

Para cada partição P do intervalo [0, 1], sejam Σ(f, P ) e Σ(f, P ) a soma
superior e a soma inferior de f relativamente a P . Sabe-se, pela definição do
integral de Riemann, que existe alguma partição P do intervalo [0, 1] tal que∫ 1

0

f − ε

4
< Σ(f, P ) ≤

∫ 1

0

f ≤ Σ(f, P ) <

∫ 1

0

f +
ε

4
;

em particular, Σ(f, P ) − Σ(f, P ) < ε/2, ou seja, se P = {a0, a1, . . . , an} com
0 = a0 < a1 < · · · < an = 1,

n∑
k=1

(
sup

t∈[ak−1,ak]

f(t)− inf
t∈[ak−1,ak]

f(t)

)
(ak − ak−1) <

ε

2
· (4)

Seja então

g: [0, 1] −→ R

t  

{
f(ak−1) se k for tal que t ∈ [ak−1, ak[
f(1) caso contrário.
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A função g é então uma função em escada e

d(f, g) =
∫ 1

0

|f − g|

=
n∑

k=1

∫ ak

ak−1

|f − g|

≤
n∑

k=1

∫ ak

ak−1

sup
t∈[ak−1,ak]

f(t)− inf
t∈[ak−1,ak]

f(t)

<
ε

2

por (4).
Obter uma função h ∈ C([0, 1]) tal que d(g, h) < ε/2 é igualmente simples

(veja-se a figura 5). Para cada k ∈ {1, 2, . . . n}, seja bk ∈]ak−1, ak[ tal que

(ak − bk). |g(ak)− g(ak−1)| <
ε

n
·

Define-se então h ∈ C([0, 1]) de modo que, para cada k ∈ {1, 2, . . . n}, a restrição
de h a [ak−1, ak] seja dada por

t 

{
g(ak−1) se t < bk

g(ak−1) + t−bk

ak−bk
· (g(ak)− g(ak−1)) caso contrário.

Então h é contínua e

d(g, h) =
n∑

k=1

∫ ak

bk

t− bk

ak − bk
· |g(ak)− g(ak−1)| dt < n · ε

2n
=

ε

2
·

1

Figura 5: Gráficos de g e de h (sendo g a função cujo gráfico se pode ver na
figura 4). A distância de g a h é igual à soma das áreas dos triângulos cinzentos.
Neste exemplo, todos os triângulos têm a mesma área.

Não é difícil ver que, pela mesma demonstração, se f ∈ R([0, 1]) for tal
f([0, 1]) ⊂ [a, b], para algum a e algum b reais tais que a < b, então, para cada
ε > 0, existe alguma função g ∈ C([0, 1]) tal que d(f, g) < ε e que g([0, 1]) ⊂
[a, b].
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5 O integral de Lebesgue
A incompletude dos espaços R([a, b]) pode ser vista como uma falha do

integral de Riemann. O teorema 1 sugere uma pergunta natural neste contexto:
haverá um integral que generalize o de Riemann para o qual o espaço das funções
integráveis seja completo (relativamente à métrica análoga à que se definiu em
R([a, b]))? O resposta é afirmativa: existe efectivamente um tal integral: o
integral de Lebesgue. Pode-se demonstrar que o espaço L([a, b]) das funções
integráveis segundo Lebesgue tem as seguintes propriedades:

1. L([a, b]) é completo;

2. C([a, b]) é denso em L([a, b]);

3. C([a, b]) ⊂ R([a, b]) ( L([a, b]);

(veja-se [4, cap. 3] para as duas primeiras afirmações e [3, teorema 11.33] para a
terceira). Decorre novamente destes resultados que C([a, b]) é denso em R([a, b])
e que este último espaço não é completo.
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