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Observacoes

Estes apontamentos sao dirigidos aos alunos de Elementos de To-
pologia e sdo parcialmente baseados nos apontamentos redigidos pelo
doutor Manuel Ricardo Falcao Moreira quando regeu a cadeira nos
anos lectivos 1995-96 e 1996-97.

S&o empregues as seguintes notacoes:

R, |[{xeR|x>=0}
Ri [{xeR|x>0}
K R ouC

P(E) | {partes de E}

Vai-se considerar em R U {—o0, +00} a relacdo de ordem < que pro-
longa a relacdo de ordem < de R e para a qual se tem:

(VreR):—oo <1 < o0

Sempre que se falar de supremo ou infimo de uma parte de RU{—o0, +00}
sera relativamente a esta relacdo de ordem. Observe-se que, com esta
convencao, qualquer parte de R tem supremo e infimo.

Um conjunto C dir-se-a numeravel quando C for finito ou quando
existir alguma bijecdo de IN em C. Isto equivale a afirmar que existe
alguma funcéo sobrejectiva de N em C.

A existéncia ao lado de um paragrafo do simbolo @ ampliado, tal
como aquele que se encontra ao lado deste paragrafo, deve ser interpre-
tado como querendo significar «curva perigosa»; é conveniente ler-se
atentamente a passagem em questao.
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Capitulo 1

Espacos métricos

1.1 Definicoes e propriedades
elementares

1.1.1 Meétricas e pseudo-métricas

Definicao 1.1.1 Seja E um conjunto. Diz-se que d: EXE — R, é
uma pseudo-métrica se satisfizer as condicoes

1. (Vvx € E):d(x,x) =0;
2. (Vx,y € F—) : d(x,y) = d(y»x);
3. ("x,y,z € E) : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdade triangular);

se for esse o caso e se a funcéo d nao sé satisfaz a condigao [1, como
também satisfaz a condicdo mais forte

@M. (vx,y €B):d(x,y) =0 <= x =1y,

entdo diz-se que d é uma métrica ou uma distancia.

A figura(l.1 na pagina seguinte|ilustra o significado geométrico da
desigualdade triangular.

Exemplo 1.1.1 Naturalmente, se E for um conjunto, entéo a funcao
nula de E x E em R, é uma pseudo-métrica, a qual se designa por
pseudo-métrica grosseira.
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d(y,z)

d(x,z) Y

d(x,y)
X

Figura 1.1: A desigualdade triangular afirma que a distancia de
um ponto x a um ponto y nunca excede a soma das distancias
daqueles pontos a um terceiro ponto z.

Exemplo 1.1.2 Um pouco mais interessante, fixado um conjunto E, é
a métrica discreta:

d: ExE — R,
1 sex
(xy) { 7Y

0 caso contrario.

Exemplo 1.1.3 Sen € IN, entéo é usual considerar-se em K™ a métrica
definida por

((X1)°°->Xn))(Uh--')yn)) ~ Z|Xk_yk|2-
k=1

Exemplo 1.1.4 Seja p € IN um ntimero primo. Se r € Q \ {0}, entdo r
pode ser escrito sob a forma

coma € Z,beZ\{0}, (a,p) = (b,p) =1en € Z; além disso, n é tnico.
Seja vy (1) =n. Ser,s € Q define-se

—Vp (r—s)
P ser#s
dp(r,s) = L.
0 caso contrario.

Entédo d, é uma métrica, que se designa por métrica p-ddica.
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Exemplo 1.1.5 Sejam X um conjunto e J;(X) o conjunto das funcoes
limitadas de X em C. Neste conjunto pode-se definir a métrica

do: FUX) X TUX) — R,
(f, 9) ~  sup|f(x) — g(x)

xeX

2

que se costuma designar por «métrica do supremo».

Exemplo 1.1.6 Sejam a,b € R com a < b e R([a,b]) o conjunto das
funcoes integraveis segundo Riemann de [a, b] em C Neste conjunto
pode-se definir a pseudo-métrica

di: R([a,b]) x R([a,b]) —> ) R,
(t,g) - J|f(x)—g(x>\dx,

que se costuma designar por «métrica do integral».

Uma «fonte» de métricas sdo os espacos vectoriais normados.

Definicao 1.1.2 Se V for um espaco vectorial real ou complexo, diz-se
que uma funcao

V. — R,
v o~ v

é uma norma se
1. (WeV):|v|=0 < v=0;
2. Vae K)(W e V):|av| =lua|v|;
3. (YW,weV):|v+w]| <|V|+ |w] (desigualdade triangular).

Diz-se entdo que (V, || - ||) é um espaco vectorial normado.

Verifica-se facilmente que se (V, || - ||) € um espaco vectorial normado,
entao
VxV — Ry

1.1
mw) ~  [v—w] (1

'Uma funcéo f de [a,b] em C diz-se integravel segundo Riemann se as funcoes
Re(f) e Im(f) forem integraveis segundo Riemann.
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é uma métrica; diz-se que esta métrica provém da norma | - ||. Dos
exemplos vistos atras, a métrica do exemplo provém da norma

usual
K™ — R,

n
(Xh'”)xn) e lek|2-
k=1

A métrica do supremo também é proveniente de uma norma. Analoga-
mente, a métrica do integral seria proveniente de uma norma caso se
tivesse considerado apenas o conjunto das funcées continuas de [a, b]
em C. Sempre que se estiver a trabalhar com um espaco vectorial nor-
mado (V, || - ||) sera a métrica definida por que sera ai considerada,
a menos que seja dito expressamente o contrario.

Em geral, num conjunto E podem-se definir muitas métricas distin-
tas. Em K™ podem-se considerar, por exemplo, as métricas definidas
por

d1((X1a--->xn)>(yh---ayn)) = Z|Xj —y;l
j=1

ou por
doo((xl)--wxn))(yh-“)yn)) = ]<a<x |Xj _Uj|

)N

que nao s6 sdo distintas como também sdo ambas diferentes da métrica
usual (i. e., da métrica do exemplo [1.1.3).

1.1.2 Definicao de espaco métrico

Definicao 1.1.3 Um espaco métrico é um par ordenado (E, d), onde d
é uma métrica definida em E x E.

Naturalmente, poderia definir-se a nocéo de espaco pseudo-métrico
de maneira analoga, mas quando se trabalha com uma pseudo-métrica
d: E x E — R, é mais frequente recorrer-se a seguinte construcao:
considera-se em E a relacédo de equivaléncia ~ definida por

x~y <= d(x,y) =0;
se se definir no conjunto E/~ das classes de equivaléncia a funcao

d: (E/~)x (E/~) — Ry
([X]) [y]) ~ d(X,y),
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entdo d é uma métrica. Considera-se entéo o espaco métrico (E/~, d) e
é mesmo frequente usar-se o mesmo simbolo para ded. E claro que
se d ja for uma métrica, entdo (E,d) = (E/~, )

Quando néo ha risco de ambiguidade, faz-se referéncia ao «espaco
métrico E» e ndo ao «espago métrico (E,d)». Por outro lado, é usual
dizer-se que a métrica d esta definida em E embora, naturalmente, o
dominio de d seja E x E.

Definicao 1.1.4 Se (E,d) é um espago métrico e A,B C E entéo a
distancia de A a B define-se por

inf{d(a,b)|ac A,be B} seA,B#(

+00 caso contrario.

D(A,B) :{

Observe-se que se a,b € E, entdao D({a},{b}) = d(a,b). O nimero
D(A, B) deve ser encarado como a menor distancia possivel entre dois
elementos de E (veja-se a figura (1.2 na proxima paginal), mas observe-
-se que nao existem necessariamente elementos a € A e b € B tais
que d(a,b) = D(A, B); por exemplo, em R com a métrica usual tem-se
D(] —1,0[,]0,1[) = 0, mas ndo existem pontos x €] —1,0[ e y €]0, 1[ com
Ix —y| = 0. Repare-se que, em geral, D ndo é uma métrica em P(E) (e
nem mesmo uma pseudo-métrica). Sea € Ee A C E, D({a}, A) também
se designa por distancia de a a A.

Se (E, d) é um espaco métrico e se F C E, entdo a restricdoa F x F da
métrica d continua a ser uma métrica, pelo que é natural a seguinte

Definicao 1.1.5 Um sub-espaco métrico de um espaco métrico (E, d), é

um espacgo métrico (F,d’) onde F C E e d’ é a restricdo a F x Fde d.

1.2 Funcoes continuas

1.2.1 Caso geral

Definicao 1.2.1 Sejam (E;,d;) e (E2, d2) espagos métricos e seja a €
E;. Diz-se que uma funcéo f: E; — E, é continua em a se

(Ve e R1)(Fd € RY) 1 di(x,a) < & = da(f(x), f(a)) < ¢

caso contrario, diz-se que f é descontinua em a. Se f: E; — E, for con-
tinua em todos os pontos de E;, diz-se que f é continua; caso contrario,
diz-se que f é descontinua.

2Naturalmente, isto néo é literalmente verdade. S6 se tem E = E/~ quando E = (;
caso contrario E/~ ={{x}|x € E}.
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Figura 1.2: Neste exemplo, os pontos a e b sdo tais que a distancia
de a a b é a menor possivel entre dois elementos dos conjuntos
sombreados (relativamente a métrica usual em R?), pelo que a
distancia entre os conjuntos é igual ao comprimento do segmento
que une a a b.

Antes de dar exemplos, é conveniente fazer a seguinte observacao:
se E; e E; sdo conjuntos e a € E;, s6 faz sentido investigar se f é
continua em a se se estiverem a considerar métricas d; e d, definidas
em E; e em E; respectivamente. Para simplificar a exposicao é usual
escrever-se «a funcéo f: (E;,d;) — (E2, d;) é continua no ponto a» em
vez de «a funcéo f: E; — E; é continua no ponto a se se considerar em
E; (respectivamente E;) a métrica d; (resp. d;)». Naturalmente, isto
é um abuso de linguagem; o dominio de f é o conjunto E; e ndo o par
ordenado (Eq,d;).

Exemplo 1.2.1 Se E é um espaco métrico, a funcao identidade de E em
E é continua; basta tomar 6 = ¢ na definicdo de funcao continua.

Exemplo 1.2.2 Uma funcao constante entre dois espacos métricos é
continua.

Exemplo 1.2.3 Se E é um espaco métrico discreto (i. e. um espaco
métrico cuja métrica é a métrica discreta) e E’ é um espaco métrico
qualquer, entao qualquer funcéo f: E — E’ é continua; basta tomar
5 = 1 na definicéo de funcéo continua.
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Exemplo 1.2.4 Se se considerar em R a métrica usual e a métrica
discreta (representadas por d e d’ respectivamente), entao a funcéo

idg: (R,d) — (R, d’)
é descontinua em todos os pontos do dominio.

Exemplo 1.2.5 Seja X um conjunto e seja J,(X) o espaco das funcoes
limitadas de X em KK, munido da métrica do supremo. Entao, para
cada x € X, a funcéo

f ~  f(x)

é continua em cada f € J(X), pois, se g € F1(X),

[f(x) —g(x)| < sug!f(y) —g(y)| = do(f, g),
ye

pelo que, dado ¢ € RY, se se tomar § = ¢ tem-se

deo(f, g) < 0 = sgg{f(y) —g(y)| <e = |f(x) —g(x)| < e.
Yy

Proposicao 1.2.1

Se (E1,dy), (E2,d2) e (Ez,d3) s@o espacos métricos, a é um ponto de E;,
f: By — E, € uma funcgao continua em ae g: E; — E3 é uma funcdo
continua em f(a), entdo g o f é continua em a.

Demonstracao: Seja ¢ € R ; quer-se encontrar 6 € R tal que
(Vx € Ey):di(x,a) <8 = d3((gof)(x),(gof)la)) <e. (1.2)
Basta escolher 1 € R’ tal que
(Vx € E2) 1 da(x, f(a)) <n = ds3(g(x),g(f(a))) < (1.3)

e escolher 5 € R* tal que

(Vx € Eq) 1 di(x,a) < & = da(f(x),f(a)) <m. (1.4)
Deduz-se entdo de (1.3) e de (1.4) que se tem (1.2). n

Corolario 1.2.1
Se Eq, E;, e E3 s@o espacos métricos e

f:E1—>Ezeg:E2—>E3

sdo funcgoes continuas, entdo g o f também é continua.
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1.2.2 Tipos particulares de funcoes continuas
Isometrias

Definicao 1.2.2 Diz-se que uma funcao f: (E;,d;) — (E,, d;) entre
espacos métricos é uma isometria se for uma bijeccéo e se

(Vx,y € Ey) s da(f(x), f(y)) = di(x,y).
Naturalmente, a inversa de uma isometria também é uma isometria.
Exemplo 1.2.6 Relativamente a métrica usual, a funcao
R? — R?
(x%y) ~  (—y,x)
é uma isometria. Geometricamente, trata-se de uma rotacéo do plano.

Exemplo 1.2.7 Para cada n € Z, seja

fn: R — R

1 sex=n
X A
0 caso contrario.

Se encararmos o conjunto {f, | n € Z } como um sub-espaco métrico de
F1(R) (veja-se o exemplo [1.1.5), entao a funcao

7Z — {f.lmeZ}
n o~ fn

é uma isometria relativamente a métrica discreta em Z.

Homeomorfismos

Definicao 1.2.3 Diz-se que uma funcéo f: (E;,d;) — (E,, d;) entre
espacos métricos é um homeomorfismo se for uma bijecédo continua e se
a inversa também for continua.

E claro que qualquer isometria é um homeomorfismo, mas ha homeo-
morfismos que nao sdo isometrias, como, por exemplo

R — R

X o~ X3,
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relativamente a métrica usual.

Observe-se que uma bijeccédo continua nao é necessariamente um
homeomorfismo. Por exemplo, se se considerar a funcéo identidade de R
em R, sendo a métrica do dominio a métrica discreta e a do conjunto
de chegada a métrica usual, entdo tem-se uma bijeccao continua; no
entanto, a funcio inversa é descontinua em todos os pontos do dominio
(como foi mencionado no exemplo[1.2.4).

Continuidade uniforme

Sejam (E,d;) e (E;, d,) espacos métricos e f uma funcéo de E; em E;.
Quem examinar a definicdo de funcéo continua vé que afirmar que f
é continua é o mesmo que afirmar que, dados a € E; e ¢ € R, existe
algum 6 dependente de a e de ¢ tal que

(Vx € B1) t di(x,a) < b = dy(f(x),f(a)) < e. (1.5)

*

Em alguns casos, é possivel, para cada ¢ € R*, escolher um 6 que
depende unicamente de ¢ para qual se tem (1.5) qualquer que seja
ae k.

Definicao 1.2.4 Sejam (E;,d;) e (E;,d,) espacos métricos e f uma
funcao de E; em E,. Diz-se que f é uniformemente continua se

(Ve € R%)(38 € R%)(vx,y € Ey) : di(x,y) < & = da (f(x), f(y)) < e.

Exemplo 1.2.8 Se (E;,d;) e (E2, d2) sao espacos métricos, sendo d; a
métrica discreta, entdo qualquer funcao f: E; — E, é uniformemente
continua; basta tomar 6 = 1 na definicdo de continuidade uniforme.

Exemplo 1.2.9 A funcéo
R — R
X o~ X2
é continua mas nao é uniformemente continua. Para o demonstrar,
fixe-se 6 € R. Toma-sex =1/sey =x+9%/2. Entdo [x —y|=3/2<de

11,8y
82 \¢& ' 2
52
=1+

2 2
X~ — vy

> 1.

Veja-se também a figura 1.3 na pagina seguintel
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fly+8) |- ---------"----------

fx+8)p-------

fx)f-----5
f(x—8) |- - -

Figura 1.3: Neste exemplo, os intervalos |x—0,x+6[ e Jy—98,y+9l[
tém a mesma amplitude, mas sdo enviados em intervalos de
amplitudes bastante diferentes. Quanto mais y se deslocar para
a direita mais a diferenca se acentua, acabando por ser tao
grande quanto se queira. Consequentemente, ndo é possivel
encontrar nenhum ¢ € R tal que f(1x—0,x+08[) CJf(x)—e¢, f(x)+e[
para qualquer x € R.

Exemplo 1.2.10 A funcéo de F(X) em K definida no exemplo é
uniformemente continua pois, como foi ali visto, basta tomar 6 = ¢ na
definicio de continuidade uniforme.

1.3 Abertos e fechados num espaco
métrico

Definicao 1.3.1 Sejam (E,d) um espaco métrico, a € Eer € R.
Designa-se por bola aberta de centro a e raio r e representa-se por B(a, r)
o conjunto {x € E | d(x, a) < r}; designa-se por bola fechada de centro a
e raio v e representa-se por B’(a,r) o conjunto {x € E | d(x,a) <1}
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Usualmente, quando se est4 a trabalhar em sub-conjuntos de R?
(com a métrica usual) emprega-se o termo «disco» em vez de «bola».

Observe-se que a nocao de funcido continua pode ser redefinida em
termos de bolas abertas. De facto, se (E;,d;) e (E2, d;) s@o espacos
métricos entdo, dados x € E; e uma funcéo f: E; — E,, dizer que f é
continua em x é o mesmo que dizer que

(Ve € R%)(36 € RY) : B(x,8) C £ (B(f(x),¢)).
Definicao 1.3.2 Seja (E, d) um espago métrico e seja X C E.
1. Diz-se que X € aberto se

(Vx € X)(Je € R} ) : B(x,¢) C X.

2. Diz-se que X é fechado se X® for aberto.

Exemplo 1.3.1 Se E for um espaco métrico discreto, entdo qualquer
parte de E é aberta (e, consequentemente, qualquer parte de E é fe-
chada), uma vez que, se A C Eese a € A, entdo B(a,1) ={a} C A.

Exemplo 1.3.2 Qualquer bola aberta de um espago métrico (E,d) é
um aberto de E. De facto, sejam x € Ee ¢ € R}. Dadoy € B(x,¢)
pretende-se mostrar que existe algum ¢’ € R* tal que B(y,¢’) C B(x, ¢).
Para tal, basta tomar ¢’ = ¢ — d(x,y), pois tem-se

u€e By, &) < du,y) < e —d(x,y)
== d(X,LL) < d(X,U) + d(y’u) <&

esta demonstracio é ilustrada pela

Exemplo 1.3.3 Qualquer bola fechada de um espago métrico (E,d) é
um fechado de E. Para o demonstrar, sejam x € E e ¢ € R* ; quer-se
mostrar que o conjunto {y € E | d(x,y) > ¢} é um aberto. Seja y um
elemento desse conjunto e seja ¢’ = d(x,y) — ¢; entéo

B(y,e’) c{y e E|d(x,y) >e}.

Exemplo 1.3.4 Se (E,d) for um espago métrico e se x € E, entéo {x}
é um fechado de E, pois se y € E\ {x}, entdo x ¢ B(y, d(x,y)), ou seja,
B(y,d(x,y)) C E\ {x}.
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Figura 1.4: Ilustracéo da justificacao de que os discos abertos de
um espaco métrico sdo abertos.

Exemplo 1.3.5 Um sub-conjunto de um espaco métrico pode néo ser
aberto nem ser fechado. Por exemplo, relativamente a métrica usual
de R, [0, 1[ ndo é aberto (porque nenhuma bola aberta centrada em 0
esta contida em [0, 1[) nem é fechado (porque nenhuma bola aberta
centrada em 1 esta contida em|[0, 1[=] — oo, 0[U[1, +o0[).

Nao s6 um sub-conjunto de um espago métrico pode nao ser aberto
nem ser fechado como também pode ser as duas coisas ao mesmo tempo,
como se vé pela primeira alinea do préximo teorema.

Teorema 1.3.1
Seja (E,d) um espaco métrico.

1. Os conjuntos () e E sao simultanemente abertos e fechados em E.

2. Se (Aj)jey for uma familia de abertos (respectivamente fechados)
de E, entdo o conjunto | J;c; Aj (resp. (i) Aj) € um aberto (resp.
fechado) de E.

3. Se (Aj)je; for uma familia de abertos (respectivamente fechados)
de E e se | for finito, entdo o conjunto (;cy A; (resp. Uy Aj) € um
aberto (resp. fechado) de E.

Demonstracdo: A primeira alinea é trivial.
Se (Aj)jey for uma familia de abertos de E e se x € |J
x € A; para algum j € J, pelo que, para algum ¢ € R?,

i€ A;, entéo

B(a,e) CAj C UA)‘.

€]
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Se (A;)jey for uma familia de fechados de E, entao

(0) =y

j€J €]

que é aberto.
Se (Aj)jey for uma familia de abertos de E e se ] for finito entéo, se
X € ﬂjEI A;, seja, para cada j € J, 5 € R tal que B(zj, ¢;) C Aj. Entao

B (x,min{¢; [j €]} C[)A;

j€]

Finalmente, se (A;)jc; for uma familia de fechados de E e se | for

finito entao c
() -

j€] €]

que é aberto. [ ]

Uma observacao importante referente a esta demonstracéo é a se-
guinte: visto que, por definicdo, um sub-conjunto A de E é fechado
se e s6 se Al é aberto, é frequentementemente possivel, tal como nas
demonstracgoes das duas tultimas alineas desta proposicdo, demonstrar
uma propriedade relativa a conjuntos fechados recorrendo ao facto de
ja se ter demonstrado algo anélogo referente a abertos. Por esse motivo,
néao serao explicitadas mais demonstracdes deste tipo.

Exemplo 1.3.6 Foi visto (exemplo|1.3.4) que se E for um espacgo métrico
e se x € E, entao {x} é um fechado de E. Entao se F for uma parte finita
de E, como se tem

F=Jx,

x€eF

resulta da terceira alinea do teorema que F é um fechado de E.

Definicao 1.3.3 Se (E, d) é um espaco métrico, x € Ee V C E, diz-se
que V é uma vizinhanca de x se V contém algum aberto A tal que x € A.

Uma consequéncia imediata desta definicéo é que, se (E, d) é um es-
paco métrico, x € E e V é uma vizinhanca de x, entao qualquer parte W
de E que contenha V também é uma vizinhanca de x.
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Repare-se que resulta de definicdo de conjunto aberto que se V é
vizinhanca de x, entéo, para algum ¢ € R, V D B(x,¢). Reciproca-
mente, se V contém algum disco B(x, ¢) (com ¢ € R* ) entdo, uma vez
que B(x, ¢) é um aberto (veja-se o exemplo[1.3.2), V é vizinhanca de x.

Exemplo 1.3.7 Se a,b € R com a < b, seja C([a, b]) o espacgo das fun-
¢oes continuas de [a, b] em C. Considere-se neste conjunto a métrica
do supremo seja 0 a funcéo nula e seja

V:{fe C(la, b]) ‘ (Wx € [0,1]) : ‘f(x)‘ < %}

Entao V é uma vizinhanca de 0, pois contém a bola B(0, 1/2).

Exemplo 1.3.8 Usando as mesmas notacdes do exemplo anterior, V
néo é vizinhanca de 0 se se estiver a considerar a métrica do integral.
De facto, se ¢ € R", entédo a funcao

f: [0,1] — R
N 1—x/e sex<ce
0 caso contrario,

cujo grafico pode ser visto na figura[1.5 pertence a B(0, ¢) mas ndoa V,
pois f(0) = 1. Logo, V nao contém nenhuma bola B(0, ¢).

¢ i

Figura 1.5: A distancia d;(f,0) é a area da regido a sombreado.
Como se trata de um triangulo de base ¢ e altura 1, aquela area
é igual a ¢/2 e, portanto, é menor do que «.

3E visto nos cursos de Analise Real (e sera demonstrado mais a frente) que
qualquer funcao continua de [a,b] em R é limitada e resulta deste facto que se f for
uma funcéo de [a, b] em C isto ainda é verdade, pois f = Re(f) + Im(f)i.
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Exemplo 1.3.9 Relativamente a métrica discreta, uma vez que as
bolas B(x, 1) sao reduzidas a {x}, o conjunto das vizinhancas de um
ponto x é formado por todas as partes de E que contém x.

Definicao 1.3.4 Se E é um espago métrico, A C E e x € E, entao diz-se
que

1. x é ponto interior de A se A for vizinhanca de x;
2. x é ponto aderente de A se qualquer vizinhanca de x intersectar A.

O conjunto dos pontos interiores de A representa-se por A e designa-se
por interior de A; o conjunto dos pontos aderentes de A representa-se
por A e designa-se por aderéncia de A.

Observe-se que:

1. afirmar que «x néo é ponto aderente de A» é o mesmo que afirmar
que «x é ponto interior de A®» ou, posto de outro modo

AL — A (1.6)
2. ACACA.

Exemplo 1.3.10 Em qualquer espago métrico (E,d),sex e Eer € R
tem-se B(x,1) C B/(x,1). De facto, se y € E\ B’(x,r),1i. e. se d(x,y) >,
entéo B(y,d(x,y) — ) N B(x, 1) = (), pelo que y ¢ B(x,r). No entanto,
nao é verdade em geral que se tenha B(x,r) = B’(x,r). Por exemplo,
em {0, 1} tem-se, relativamente & métrica usual, B(0,1) = {0} = {0} e
B’(0,1) ={0,1}.

Exemplo 1.3.11 Sejam a,b € R com a < b. Considere-se o espacgo
métrico T, ([a, b]) (veja-se o exemplo e o conjunto C([a, b]) (veja-se
a definicao|1.3.7). Vai-se mostrar que este conjunto tem interior vazio
e que € igual a sua prépria aderéncia.

1. O interior de C([a,b]) é vazio pois se f € C([a,b]) e se ¢ € R,
entdo a funcao
la,b] — R
f(x) sex>a
X >
fla)+¢/2 sex=a

4Como sera visto ja a seguir (corolario [1.3.1), um conjunto é igual a prépria
aderéncia se e s6 se for fechado.




16

Espacos métricos

pertence a B(f, ¢) mas nao é continua, pelo que B(f, ¢) ¢ C([a, b]).

. J4a se sabe que C([a, b]) C C([a,b]), pelo que, para se provar que

C([a,b]) = €([a,b]), basta que se prove que C([a,b]) D C([a,b]).
Seja f € Fi([la,b]) \ C([a,b]); vai-se provar que f nao adere a
C([a,b]), ou seja que existe algum r € R, x* tal que B(f,r) nao
contém nenhuma funcao continua. Como f é descontinua, ela é
descontinua em algum c € [a, b] e, portanto, existe algum ¢ € R, *
tal que

(Vo e RY)(Ix € [a,b]) : [x —c[ < &N ‘f(x) —f(c)‘ > ¢,

Entéao B(f, ¢/3) ndo contém nenhuma funcéo continua, pois se g
estiver naquela bola e se 6 € R, sabe-se que existe algum x €
[a,b] tal que [x — c| < & e que ‘f(x) — f(c)‘ > ¢, pelo que

|90x) = gle)| = [f(x) — lc) - (() ())+(f(c)—g(c))}
(x) = fe)] = [(f(x) = 9(x)) — (¥(c) — g(e))]
(x) = f(e)] = [f(x) — g ()| = [f(e) — g(c]|

-

=
®

A\VARRA\VARR\Y,

Il
wWlm ™

Antes de se passar ao proximo enunciado convém fazer a seguinte ob-

servacao: se E é um conjunto e se X C P(E), ndo existe necessariamente
o «menor elemento de X» (relativamente a incluséo). Por exemplo, se
E = R e se X = {sub-conjuntos infinitos de R}, entdo nenhum elemento
de X esta contido em todos os outros. No entanto, caso X tenha um
elemento contido em todos os outros este s6 podera ser a interseccao
de todos os elementos de X. Analogamente, o «<maior elemento de X»,
caso exista, s6 podera ser a reunido de todos os elementos de X.

Proposicao 1.3.1
Sejam E um espaco métrico e X C E. Entdo

1. X é aberto e é mesmo o maior aberto de E contido em X;

2. X é fechado e é mesmo o menor fechado de E que contém X.

Demonstracao: Se A for um aberto contido em X, entédo, pela definicéo
de vizinhanca, A é vizinhanca de todos s seus pontos, pelo que X é
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vizinhanca de todos os pontos de A, ou seja, A C X. Consequentemente

XDUA (1.7)

ACX
A aberto

e este ultimo conjunto é aberto, pelo teorema E claro que se trata
do maior aberto de E contido em X. Por outro lado, se x € X entéo existe
algum aberto A tal que tal que x € A e A C X. Logo, a incluséo é,
de facto, uma igualdade.

A segunda alinea deduz-se da primeira passando aos complementa-
res. [

Corolario 1.3.1
Sejam E um espaco métrico e X C E. Entdo

1. X éum aberto se e s6 se X = X;

2. X é um fechado se e s6 se X = X.

Demonstracéo: Se X for um aberto, entao é necessariamente o maior
aberto contido em X, pelo que X = X. Por outro lado, se X néo for um
aberto entdo, em particular, ndo podera ser o maior aberto contido
em X, pelo que X # X.

A demonstracao da segunda alinea é analoga. [ ]

Proposicao 1.3.2
Sejam E; e E; espacos métricos, f uma funcdo de E1 em E; e a um ponto
de E4. Sdo entdo condicoes equivalentes:

1. a funcdo f é continua em a;

2. para cada vizinhanca V de f(a), ' (V) é uma vizinhanca de a.

Demonstracédo: Como foi observado na pagina f é continua em a
se e s6 se a imagem reciproca por f de qualquer bola centrada em f(a)
contiver uma bola centrada em a. Se esta condigao se verificar e se V for
uma vizinhanca de f(a), entao, por definicao de vizinhanca, V contém
alguma bola centrada em f(a), pelo que f~'(V) contém, por hipétese,
alguma bola centrada em a; em particular, f~'(V) é uma vizinhanca
de a. Reciprocamente, se for verdade que, para cada vizinhanca V
de f(a), f~'(V) é uma vizinhanca de a entdo, em particular, para
cada ¢ € R*, f'(B(f(a),¢)) é uma vizinhanca de a, pelo que contém
alguma bola B(aq, 6). [ ]
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Proposicao 1.3.3
Sejam E e E; espacos métricos e f uma funcdo de £, em E,. Sdo entao
condicoes equivalentes:

1. a funcdo f é continua,
2. se A é um aberto de E,, T~ 1(A) é um aberto de E;;

3. se Fé um fechado de E,, f~'(F) é um fechado de E.

Demonstracédo: Suponha-se que f é continua e que A é um aberto de E;;
quer-se mostrar que f~'(A) é um aberto de E;. Paracadax € f~'(A)
seja ex € R’ tal que B(f(x),ex) C A e seja o, tal que

B(x,8x) C £ (B(f(x),ex)).

Entéao

U{X}CUB X, & “T(A),

xef 1 (A) xef1(

UB X, 0

xef~1(

pelo que

Logo, f~'(A) é aberto, pelo teorema m Reciprocamente, se, para
qualquer aberto A de E,, f~'(A) for aberto, sejam x € E; e ¢ € R%;
quer-se mostrar que f é continua em x, ou seja, que

B(x,8) C f'(B(f(x),¢)) (1.8)
para algum § € R’;. Para tal, basta ver que, uma vez que B(f(x),¢) é
um aberto de E; entéo, por hipétese, f~'(B(f(x), ¢)) é um aberto; como
este aberto contém x, existe entao algum 6 para o qual se tem (1.8).
Vai-se agora mostrar que a segunda e a terceira condicées do enunci-
ado sdo equivalentes. Se a segunda condicédo se verificar, entéo, se F for
um fechado de E,, (f~' (F))C = =1 (F®), que é aberto, pelo que f~' (F) é
fechado. Mostra-se de maneira andloga que a terceira condicdo implica
a segunda. [ ]

Naturalmente, esta demonstracéo poderia ter sido feita segundo o
esquema 1. = 2. = 3. = 1. ou segundo o esquema 1. = 3. = 2. = 1;
sera explicado posteriormente qual o motivo pelo qual néo se procedeu
deste modo.
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Definicédo 1.3.5 Sejam E um espaco métrico e A C E. Diz-se que A é
denso se A = E.

Exemplo 1.3.12 Entre quaisquer dois nameros reais existe algum
numero racional; decorre daqui que () é denso em R relativamente a
métrica usual.

Exemplo 1.3.13 Uma consequéncia do que foi visto no exemplo|1.3.11
é que o conjunto das funcées descontinuas é denso em F([a, b]).

Considere-se agora o seguinte problema: se a,b € R forem tais que
a < b e se se considerar em C([a, b]) a métrica do supremo, sera que as
funcoes polinomiais de [a, b] em K formam um sub-conjunto denso? A
resposta é afirmativa, mas como é que se pode demonstrar isso? Poder-
-se-ia pensar em, por exemplo, aproximar cada funcao f € C([a,b])
pelos seus polinémios de Taylor, mas mesmo que se tivesse sucesso
nisso, essa abordagem s6 funcionaria para funcgoes indefinidamente
derivaveis. Uma alternativa poderia consistir em, para cadan € IN,
dividir [a,b] em n sub-intervalos iguais e considerar a tnica funcao
polinomial P,,: [a,b] — K de grau menor ou igual a n que, em cada
extremo de cada sub-intervalo, toma o mesmo valor que a funcéo f. No
entanto, este método ndo funciona. Se, por exemplo se considerar a
funcao

f: [-5,5] — R
1

1+x2’

X s

nédo s6 néo se tem lim,, ¢y P,, = f como, de facto, lim, ¢ doo (P, ) = +00;

veja-se alfigura 1.6

f

/f\ ______ PZ

/ \\ _____ P6
|\

7 e
k///,/j\K\\ ==
-5 \N_~ ———

Figura 1.6: Polinémios obtidos por interpolacgao

Vejamos agora como demonstrar o resultado em questao.
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Teorema 1.3.2 (Teorema da aproximacao de Weierstrass)
Sejam a e b niimeros reais, com a < b. As funcées polinomiais de [a, b]
em K formam um sub-conjunto denso de C([a,b]) relativamente ¢ mé-
trica do supremo.

Demonstracao: Observe-se que basta fazer a demonstracéo no caso em
que a = 0 e b = 1. De facto, se o teorema estiver demonstrado neste
caso particular entdo, dada uma funcéo f: [a,b] — K e dado ¢ € R,
existe alguma funcéo polinomial P: [0,1] — K tal que

(vx € [0,1]) : [f(a+ (b—a)x) — P(x)| <,

pelo que

< E.

(Vx € [a, b)) : ’f(x) _p (X_ a)
b—a

Vai-se entéao trabalhar no intervalo [0, 1]. Comece-se por observar

que, visto que [0, 1] é um intervalo fechado e limitado de IR e f é continua,
sabe-se que

— existe algum M € R tal que

(Wx € [0,1]) : [f(x)| < M. (1.9)

— a funcéo f é uniformemente continua

Para cada n € N considere-se a fungéo polinomialf]

Pn.: [0,1] — K
= /n k
X ~ f (—) x* (1T —x)" 7k,

Fixe-se ¢ € RY; vai-se mostrar que, para n suficientemente grande,
Sup,.cjo.17|f(x) — Pr(x)| < ¢, 0 que equivale a afirmar que do(f, Pn) < €
(veja-se a figura [1.7 na proxima pagina).

Para cadan € N e cada k € {0, 1,...,n} considere-se a funcéo

Tnk: [0,1] — R

X ~ (2))&(1 —x)"K,

5 Ambos os teoremas mencionados nesta observacéo sio teoremas de Analise Real
que serdo generalizados posteriormente (corolario [2.5.2)e teorema [2.5.6|respectiva-
mente). Observe-se que o primeiro destes teoremas ja tinha sido mencionado no

exemplo

60s polinémios em questdo designam-se por «polinémios de Bernstein».
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Figura 1.7: Nesta figura, f: [0,1] — R é a funcéo definida por
f(x) = x? cos(2mx). Como se pode ver, os graficos dos polinémios
de Bernstein vao-se aproximando do de f.

Vai ser conveniente saber que

(Vx € 10,1V EN): Y Tnplx) =1 (1.10)
k=0
e que
= k\* 1
: - n < - .
(vx € [0,1])(Vn € N) é (x n) Tk () ™ (1.11)
Vejamos como justificar isto. Sabe-se que
. n __ = n k, n—k
(Vx,y € R)(Vn € N) : (x +y) _;(k>x ynk. (1.12)

A relacéo (1.10) resulta daqui, tomando y = 1 — x. Por outro lado,
derivando a relacéo uma vez (respectivamente duas vezes) em
ordem a variavel x e multiplicando ambos os termos por x (resp. x?)
obtém-se as relacoes

(Vx,y € R)(Vn e N) :nx(x+y)" ' = Z k(n> xkynk
k=0
e

(v, y € R)(Vne N) :in(n—1x*(x+y)"?* = i k(k—1) (n>xky“k,
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das quais resulta que, para cada x € [0, 1] e para cadan € N,

Z Krn,k(Xx) = nx
k=0

n

D k(= Dryi(x) =n(n—1)x"
k=0

Entéao pode-se justificar (1.11)) do seguinte modo: se x € [0,1] esen € IN,

X w— 1 &
=x> ) Tnalx) - 2 D krnw(x) + . D Krn(x)
k=0 k=0

k=0
1 (& -
=x?—2x? + — <Z k(k — 1o (x) + Z k”n,k(x))
L k=0
—1)x2
= x>+ () L + =
n n
- x(1—x)
. n
1
< _
In

Seja M € R’ para o qual seja vélida a condicéo (1.9) e seja 6 € R’
tal que

(1.13)

N ™

(vx,y € [0,1]) : x —yl < & = [f(x) — f(y)| <

(). (L14)

flx) — f (5>
n
Se, para cada x € [0, 1] e para cada n € N, se definir

e

Ax,n:{ke{o,...,n}
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e Byn =1{0,1,...,n}\ Ay n, entdo, por (1.13),

k
keAgn = ‘f(x) —f (—)‘ < %,

n
pelo que
> ’f(x)—f( ) k¥ < Y Sl
KEAn keAxn
8 n
< z Z Tn,k(x)
k=0
_ £
2
Por outro lado, se k € {0, 1,...,n},
_k
keBin<<= |x——| =2 b0« (x = ¥/n) > 1,
’ n 52
pelo que
Z f(X)—f<k> rnk 2M Z Tnk
n
kGBx,n kGan
2M 1%
X 52 Z <X_ _) rn,k(x)
KEByn
M & K\’
< o2 X — n Tn,k(x)
k=0
(1.11))

Logo, a soma (1.14) é majorada por ¢/2 + M/(2ns2), pelo que

€ M

(Vx € [0,1])(Vn € N) : ‘f(x) — Pn(x)‘ < 7 + 2’

de onde decorre que se n > M/s2: se tem

(Vx € [0,1]): ‘f(x) —Pn(x)‘ < €. n
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Observe-se que nao é trivial mostrar directamente que existem
funcoes polinomiais arbitrariamente préximas de funcées tao simples
como

0,17 — R
X o~ WX
ou
-1,1] — R
X ~ x|

Definicao 1.3.6 Seja (E,d) um espaco métrico. Se A é um sub-con-
junto de E, define-se o diédmetro de A como sendo sup{d(x,y) | x,y € A}
caso A # () e 0 caso contrario. Se o didmetro de A (que sera representado
por diam(A)) for finito, diz-se que A é limitado. Se X for um conjunto
diz-se que uma funcéo de X em E € limitada se a sua imagem for um
conjunto limitado.

Exemplo 1.3.14 Num espaco métrico discreto qualquer parte é limi-
tada, pois o didmetro de qualquer conjunto com mais do que um ponto
éigualal.

Exemplo 1.3.15 Qualquer bola é limitada, pois o seu didmetro nunca
excede o dobro do raio (mas pode ser menor).

1.4 Sucessoes

A nocéo de sucessao que vai ser empregue é a seguinte:

Definicao 1.4.1 Uma sucessdo é uma funcao cujo dominio é um con-
juntodaforma{ne€Z, |n>k}, paraalgumk e Z,.

Geralmente, as sucessoes com que se ira trabalhar terdo por domi-
nio IN. Para simplificar, nos enunciados e nas defini¢ées o dominio das
sucessoes sera sempre IN.

1.4.1 Sucessoes convergentes

Definicao 1.4.2 Sejam (E, d) um espago métrico e (x, )ncn Uma suces-
sao de elementos de E. Diz-se que a sucessao é convergente se, para
algum 1 € E, se tiver

(Ve e RU)(Fp e N)(VneN):n 2> p = dxn, 1) <¢g;
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diz-se entdo que 1 é limite da sucessao (x,)ncn € representa-se

l = lim x,,.
nelN

Se (xn )new nao for convergente diz-se que é divergente.

Repare-se que afirmar que, num espago métrico (E, d), uma suces-
sa0 (xn)new converge para | é equivalente a afirmar que a sucessao
(d(xn, l))new converge para 0 em R relativamente a métrica usual.

Exemplo 1.4.1 Em qualquer espaco métrico E, se | € E entdo qual-
quer sucessao constante que tome sempre o valor | converge para l e,
mais geralmente, se (x,,)nen for tal que x,, = 1| para n suficientemente
grande, entédo (x,,)ncn converge para 1.

Exemplo 1.4.2 Num espaco métrico discreto E, uma sucessao (X, )nen
converge para l € E se e s6 se x, = | para n suficientemente grande.

Exemplo 1.4.3 A demonstracdo do [teorema da aproximacao de Weit
erstrass| consistiu em construir uma sucesséo (P, )nen de funcgoes poli-
nomiais que converge para a funcao f.

Exemplo 1.4.4 Para cada n € N seja

fn: [0,1] — R
2nx sex < 1/2n
X s 2—2nx sex € [1/an,1/n]
0 sex > 1/n

(veja-se alfigura 1.8). A sucessdo (f,)ncn, encarada como uma sucessao
de elementos de C([0, 1]), é convergente (para a fun¢ao nula) relativa-
mente a métrica do integral, pois, para cadan € IN,

1 1 1
(1 0) = | 1l = | fa =5
’ 0 0 2n
Em contrapartida, a sucessao (f,).cn € divergente relativamente
a métrica do supremo. Com efeito, se convergisse para uma funcao
f € C([0,1]), entao tinha-se

(Ve e RY)(FpeN)(neN):n>p= sup [fn(x)—f(x)| <e.

x€1[0,1]
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]/Zn 1/n 1

Figura 1.8: Grafico de f,, (n € IN). A distancia de f,, a funcéo
nula relativamente a métrica do integral é a area do tridngulo a
sombreado, ou seja, é igual a 1/2n.

Mas entéo, para cada x € [0, 1],
(Ve e RL)(FpeN)(vneN):in>p=Ify(x) —f(x)| <e,

ou seja, lim, o fr(x) = f(x). Mas lim,cn fr(x) = 0, seja qual for x €
[0, 1], pois

—sex=0, (VneN):f,(x)=0;
— se x >0, entao f,(x) =0 quando "/n < x.

Logo, se a sucessao (f,)n.cn fosse convergente, o seu limite s6 poderia
ser a funcdo nula. Isso néo é possivel, pois (vn € IN) : d(f,,0) =1

(veja-se affigura 1.8).

Uma sucessao pode ser convergente num espaco métrico e ser di-
vergente num sub-espaco métrico. Por exemplo, a sucessdo (1/n)ncn €
convergente em R (relativamente a métrica usual) mas é divergente no
sub-espaco R* .

Proposicao 1.4.1
Num espaco métrico, uma sucessdo convergente ndo pode ter mais do
que um limite.

Demonstracao: Sejam (E, d) um espaco métrico e (x,,)ncn uma suces-
sdo convergente de elementos de E. Se a sucessio tivesse dois limites dis-
tintos ; e 1,, entao existiria um nimero natural p; (respectivamente p,)



1.4 Sucessoes 27

tal que, sen € Nen > p; (resp. n > p2), entédo d(x., ;) < d(l,1,)/2
(resp. d(xn,l2) < d(1l4,12)/2). Logo, para n = max{p, p>} ter-se-ia

d(l, o) n d(l, 1)

d(lhlZ) < d(lhxn) + d(xn)ll) < > >

=d(l, 1)

o que é absurdo. ]

Em geral, os conceitos que foram vistos até aqui continuam a fazer
sentido se se estiver a trabalhar com pseudo-métricas e os enunciados
permanecem validos. A proposicao |[1.4.1/ é uma excepcao, pois se a
distancia entre dois pontos distintos for 0, entdo qualquer sucessao
convergente para um deles também converge para o outro.

Proposicao 1.4.2
Qualquer sucessdo convergente é limitada.

Demonstracao: Seja (E,d) o espaco métrico em questao e seja (X, )nen
uma sucessiao convergente de elementos de E, sendo 1 o seu limite.
Entéo existe algum p € IN tal que n > p = d(x,,1) < 1. Seja M =
max{d(xn,l) | n <p}. Tem-se

{xn |n €N} cB'(l,max{1, M})
e este ultimo conjunto é limitado. [ ]

Definicao 1.4.3 Uma sub-sucessao de uma sucesséo (x,,)neny € uma
sucessdo da forma (x,,, )xen, sendo

N — N
kWTLk

uma funcéo estritamente crescente.

Proposicao 1.4.3
Num espaco métrico, se uma sucessdo convergir, entdo qualquer sua
sub-sucessdo converge para o mesmo limite.

Demonstracédo: Sejam (E,d) o espaco métrico em questdo e (Xp)nen
uma sucessio convergente de elementos de E, sendo 1 o seu limite. Seja
e € R%. Visto que (x,)nen converge para 1, existe algum p € N tal
que n = p = d(xn,l) < e. Como a sucessdo (ny)yxen € estritamente
crescente e, obviamente, néo é limitada, existe algum p’ € IN tal que
k>2p = n2p=d(l,x,) <e. [
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Esta proposicao é frequentemente empregue para mostrar que cer-
tas sucessoes sao divergentes mostrando que tém sub-sucessoes con-
vergentes com limites distintos.

Exemplo 1.4.5 Se se considerar em F,(R) a sucesséo (sen™) _
N
entao esta sucessao diverge relativamente a métrica do supremo (ou
qualquer outra métrica que se esteja a considerar) pois as sub-sucessoes
(4n) (4n+1) = .
(sen™)) ez, © (sen ). <z, S80 constantes e convergem respecti
vamente para a funcéo seno e para a funcgao cosseno.

Proposicao 1.4.4 B

Sejam E um espaco métrico e X uma parte de E. Entdo X é igual ao
conjunto dos pontos de E que sdo limite de alguma sucessdo de elementos
de X.

Demonstracdo: Se x € X, entdo qualquer bola centrada em x inter-
secta X. Em particular, pode-se definir uma sucesséo (x,)nen €sco-
lhend para cadan € N, x, € XN B(x,1/n). E entéo claro que
Lim, cn X = x.

Reciprocamente, se l € E el for limite de alguma sucessao de elemen-
tos de X entéo, pela definicdo de sucessao convergente, qualquer bola
centrada em x contém termos da sucesséo e, em particular, intersecta
X, pelo que 1 € X. n

Repare-se que o enunciado anterior é natural, pois, dado 1 € E, tanto
a condicéo «l € X» quanto a condicéo «1 é limite de uma sucesséao de
elementos de X» exprimem a mesma ideia: que é possivel encontrar
pontos de X tdo perto quanto se queira de 1.

Corolario 1.4.1
Seja X um sub-conjunto de um espaco métrico. Sdo condicoes equiva-
lentes:

1. o conjunto X é fechado,

2. o limite de qualquer sucessdo convergente de elementos de X per-
tence a X.

"Quem alguma vez tenha tido contacto com o «axioma da escolha» podera que-
rer saber se estara de algum modo relacionado com estas escolhas. A resposta é
afirmativa.
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Demonstracédo: Suponha-se que X é fechado. Se (x,,)ncn for uma su-
cessao convergente de elementos de X e se 1 for o seu limite, entéo, pela
proposicao anterior, | € X e, pela proposicao X = X, pelo que
leX.

Por outro lado, se X nao for fechado entao, novamente pela proposi-
cdo X #X. Se 1 € X\ X entdo, pela proposicio anterior, 1 é limite
de alguma sucessao de elementos de X. [ ]

Proposicao 1.4.5
Sejam E; e E; espacos métricos, f uma funcdo de E1 em E; e a € Ey. Sdo
entdo condigdes equivalentes:

1. a funcdo f é continua em a;

2. se (an)nen for uma sucessdo de elementos de B, convergente para
a, entdo a sucessdo (f(a,))nen converge para f(a).

Demonstracéo: Sejam d; e d, as métricas definidas em E; e em E,
respectivamente.
Se f for continua em a e se ¢ € RY, sabe-se que existe algum 6 € R*
tal que
(Vx € B1) : di(x,a) < & = da(f(x),f(a)) < e

e que existe algum p € N tal que
(meN):n>p=di(an,a) <0d.

Entao
(VneN):n>p= d,(flan),f(a)) <e.

Por outro lado, se f néo for continua em a entéo existe algum ¢ € R
tal que

(Vo e RY)(Ix € Ey) : di(x,a) <N dz(f(x),f(a)) > e

Pode-se entéo definir uma sucessdo (a,)ncn escolhendo, para cada n €
N, a, € B(a,1/n) tal que d,(f(a.),f(a)) > ¢. A sucessao assim obtida
converge para a mas a sucessao (f(a,))nen ndo converge para f(a) uma
vez que nenhum dos seus termos pertence a bola B (f (a), e). ]

Exemplo 1.4.6 Seja X um conjunto e seja F,(X) o espaco das funcoes
limitadas de X em K, munido da métrica do supremo. Foi visto, no
exemplo que, para cada x € X, a funcéo

Fo: (X)) — K
f ~  f(x)
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é continua. Mas entao, sempre que alguma sucessao (f,,).cn de ele-
mentos de F,(X) converge para uma funcao f € F(X) tem-se, para
cada x € X,

f(x) = F, (lim fn) — lim F, (f,)) = lim f,,(x).

nelN nelN nelN
Isto ja tinha sido observado, sem recorrer a proposicao|1.4.5, no exem-
plo|1.4.4

1.4.2 Sucessoes de Cauchy

Definicao 1.4.4 Diz-se que uma sucessao (x, )nen de elementos de um
espaco métrico (E,d) é uma sucessdo de Cauchy se

(Ve e RY)(Fp e N)(Vmyn e N):mn > p = d(xm,xn) < €.

Exemplo 1.4.7 Seja p um primo natural. Se se considerar em Q a
métrica p-adica (definida no exemplo|1.1.4), entdo a sucessao (p™)nen
é de Cauchy. De facto,

(Vvm,n € N):dp(p™,p") = 2~ min{m,n}
pelo que, dado € € R, se p; € IN for tal que 277! < ¢ entéo tem-se

Exemplo 1.4.8 Para cadan € N seja

fn: [0,1] — R
n—n3x sex< !/n2
X s
0 caso contrario

(veja-se a[figura 1.9). Esta sucessdo é uma sucessido de Cauchy de
elementos de C([0, 1]) relativamente a métrica do integral pois

1

1 1 1 1

(Vm,nE]N):J . ; 7 o

0
No entanto, a mesma sucessao nao é de Cauchy relativamente a métrica
do supremo, pois se m e n sdo numeros naturais distintos, entao

deo(fim, fn) = sup |fm(x) —fn(x)‘ =m-n|>1.
x€1[0,1]
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1/n2 1

Figura 1.9: Grafico de f,, (n € IN). O valor de f; f, é a area do
triAngulo a sombreado da figura, ou seja, é igual a 1/2n.

Ha uma observacgao importante que é necessario fazer relativamente
a esta nocédo. Considere-se, por exemplo, a no¢édo de «conjunto fechado».
Trata-se de uma nocéao relativa no seguinte sentido: se E for um es-
paco métrico, se F for um sub-espaco métrico de E e se X for um sub-
-conjunto fechado de F, é possivel que X nao seja um sub-conjunto
fechado de E; basta considerar, por exemplo, E = R’ (com a métrica
usual), F={(x,0) e E[x e R* } e X={(x,0) | E[x €]0,1]}. O mesmo se
aplica as outras nogoes que foram definidas relativas a sub-conjuntos de
espacos métricos (excepto no que se refere a nocédo de conjunto limitado),
bem como relativamente a nocéo de sucessao convergente (veja-se na
pagina[26)a observacéo que precede o enunciado da proposicéo[1.4.1). A
nocao de sucessao de Cauchy é, pelo contrario, uma nogao absoluta: se
X é um sub-espaco métrico de um espaco métrico E, entdo uma sucesséo
de elementos de X é uma sucessao de Cauchy no espaco métrico X se
e s6 se for uma sucessao de Cauchy no espaco métrico E. Isto é assim
pois para que uma sucessio (X, )nen Seja de Cauchy sé6 é necessario
levar em conta as distancias entre os pares de termos da sucesséo e
isto ndo muda se se passar para um espaco métrico maior (tal como se
passa, alias, no caso dos conjuntos limitados).

Proposicao 1.4.6
Qualquer sucessdo convergente é de Cauchy.
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Demonstracéo: Se (x,,)nen for uma sucessao de elementos de um es-
paco métrico (E, d) que converge paral € Eese ¢ € RY, sejap € N tal
que

(nelN):n>p= dxn1) <

N| ¢

Entao, se myn € IN e se m,n > p tem-se

d(xm,xn) < d(xm, 1) + d(l,xn) < e. n

Os exemplos de sucessoes de Cauchy que foram vistos apés a defini-
cao consistem em sucessdes convergentes, pois em (Q, d,,) a sucessio
(P™)nen converge para 0 e em C([0, 1]) a sucessao (f,)nen converge para
a funcao nula relativamente a métrica do integral. Naturalmente, nao
é dificil encontrar sucessoes de Cauchy que néo sejam convergentes.
Basta tomar, por exemplo, (1/n),cn encarada como uma sucessao de
elementos de R’ com a métrica usual.

Lema 14.1

Seja E um espaco métrico e seja (xn)nenw uma sucessao de Cauchy de
elementos de E. Se (xn)nen tiver alguma sub-sucessdo convergente,
entdo (xn)new € convergente.

Demonstracao: Seja (xn, )kew uma sub-sucessao convergente da suces-
S80 (Xn)nen € seja x o seu limite; vai-se prover que lim, ¢y X, = X.
Seja entdo ¢ € R’ . Existe p € N tal que
€
(VkeN):k > p = d(xn,,x) < ]

e existe p’ € N tal que

(VmyneN):mn>p' = d(xm,xn) <

ST

Logo, se k € N for tal que k > p e ny > p’ entéo, para cadan € N,

n > max{p’,ni} = d(xn,x) < d(xn,xn,) + d(xn,,x) < €. n

Proposicao 1.4.7

Se E; e E; sdo espacos métricos, f: £y — E; € uma funcdo uniforme-
mente continua e (X, )nen € uma sucessdo de Cauchy de elementos de E;,
entdo (f(xn)) o também é uma sucessao de Cauchy.
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Demonstracéo: Sejam d; e d, as métricas definidas em E; e E; respec-
tivamente. Dado ¢ € R, seja 0 € R tal que

(Vx,y € BE1):di(x,y) < & = da(f(x),f(y)) <e
e sejap € N tal que
(VmynelN):mn=>p = di(Xm,Xn) <O0.

Entéo, se m,n € N e se m,n > p tem-se d, (f(xm), f(xn)) < €. n

1.5 Espacos métricos completos

Definicao 1.5.1 Diz-se que um espaco métrico E é completo se em E
qualquer sucessao de Cauchy for convergente.

Exemplo 1.5.1 E visto nos cursos de Analise Real que R é completo
(relativamente a métrica usual). A demonstracéo decorre de trés factos:

1. qualquer sucessio de Cauchy é limitada;

2. qualquer sucessdo limitada tem alguma sub-sucessao conver-
gente;

3. qualquer sucessdao de Cauchy que tenha alguma sub-sucessao
convergente é convergente.

Destes trés factos, o primeiro e o terceiro sdo validos em qualquer
espaco métrico. Alias, o lema afirma precisamente que, num
espaco métrico, qualquer sucessio de Cauchy que tenha alguma sub-
-sucessao convergente é convergente. O segundo facto é oteorema de
I[Bolzano-Weierstrass| que sera demonstrado mais a frente.

Exemplo 1.5.2 Mais geralmente, se n € IN entao R™ é completo relati-
vamente a métrica usual. Para simplificar, sera feita a demonstracao
unicamente no caso de R>. Seja (x,)necn uma sucessio de Cauchy de R3.
Cada x,, é da forma (a,,b,,cn) com a,,,b,,c,, € R. Asucessdo (a,)nen
é de Cauchy, pois

(Vmyn € IN) : lam — anl < ||[Xm — Xn |

e, pelo mesmo motivo, as sucessées (bn)nen € (Cn)nen também sdo de
Cauchy. Sejam a, b e c os limites respectivos. Vé-se entéo facilmente
que (Xn)nen converge para (a, b, c).
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Resulta daqui que, para cadan € IN, C™ é completo, pois a fungao

cr — R2"
(z1,z2y...y2zn) ~ (Rez;,Imz;,Rez,,Imz,,...,Rez,,Imz,)

é uma isometria e, portanto, afirmar que C™ é completo equivale a

2z

afirmar que R?™ é completo.

Exemplo 1.5.3 Naturalmente, Q) ndo é completo. Por exemplo, a su-
cessdo ((1 4+ 1/n)"),en € uma sucessdo de numeros racionais que é de
Cauchy pois converge (em R) para e; mas em QQ a sucessao diverge. Um
exemplo ainda mais simples consiste em tomar um nimero irracional
o e definir (ot )nez, por o, = [10"«]/10™. Se o = V2, entéo

oo =1, 00 =14, o =141, oz = 1,414, og = 1,4142, ...

Exemplo 1.5.4 Seja X um conjunto e seja F1(X) o conjunto das fun-
coes limitadas de X em C. Entéo (5(X),d.), onde d., é a métrica do
supremo, é completo. De facto, se (f, )nen for uma sucessdo de Cauchy
de elementos daquele espaco, ou seja, se se tiver

(Ve e RY)(Fp e N)(Vmyne N):myn > p = de(fm, fn) <e, (1.15)
entdo, uma vez que, para cada x € X e cada m,n € N se tem
[fm (%) = fu(x)| < sup[fim — fnl = doo(fim, fn),
resulta de que, para cada x € X,
(Ve e RY)(Fp e N)(vmyneN):myn>p = ‘fm(x) —fn(x)] < g,

i. e. que a sucessao (f(x))nen € de Cauchy. Logo, como C é completo,
converge para algum namero real, que vai ser representado por f(x).
Vai-se ver que f € F1(X) e que lim, ¢ f, = 1.

Resulta de que existe algum p € NN tal que

(VmyneN):mn>p = de(fim,fn) <T.

Logo, para cada x € X,

[F(x) — ()] = (hmf ))—fp(x)

e entdo, visto que f,, é uma funcéo limitada, f também o é.

= Tllié%\fn(x) —fp(x)| <1 (1.16)
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Seja ¢ € R e seja ¢’ €0, ¢[. Entao, por (1.15), existe algum p € IN
tal que
(VmnelN):mn>p = do(fm, fn) < e’

Mas entéo, se x € X e se n € IN for maior ou igual a p, tem-se, pelo
mesmo argumento empregue na demonstracao da desigualdade (1.16)),
que |f(x) — f(x)| < ¢’. Como isto acontece para cada x € X, tem-se

doo(f, fn) =sup|f —f | < e’ <e.

Proposicao 1.5.1

Sejam E e E; espacos métricos e f: £y — E, uma bijeccdo tal que f e
f~1 sejam uniformemente continuas. Entdo E, é completo se e s6 se E, é
completo.

Demonstracédo: Sejam d; e d, as métricas definidas em E; e E; respec-
tivamente. Supondo que E; é completo vai-se mostrar que E; também
0 é. Se (xn)nen for uma sucessao de Cauchy de elementos de E, en-
tao, pela proposicdo (f~'(xn)), o também é de Cauchy, pelo que
converge para algum | € E;. Entao (x.).cn converge para f(1), pela
proposicao(1.4.5 [ ]

O enunciado da proposicao anterior nao seria valido se se estivesse
apenas a supor que f € um homeomorfismo. Por exemplo, relativamente
amétrica usual a funcéo arctan: R —] — 7/2, 7/2[ é um homeomorfismo
(e até é uniformemente continua) mas R é completo enquanto que
| —7/2,7/2 ndo o é, pois a sucessao (/2 — 1/n)cn € de Cauchy mas nao
é convergente.

Proposicao 1.5.2
Se E for um espaco métrico completo e X C E, entdo o sub-espaco métrico
X é completo se e s6 se X for um fechado de E.

Demonstracéo: Se X for um fechado de E e se (x,,)ncn for uma sucessao
de Cauchy de elementos de X, entdo, uma vez que E é um espago métri-
co completo, (xn)new converge para algum 1 € E. Pelo corolério [1.4.1]
sabe-se que, uma vez que X é fechado, 1 € X.

Por outro lado, se X for um sub-conjunto nao fechado de E entéo,
novamente pelo corolario|1.4.1] existe alguma sucessao de elementos
de X que converge para algum 1 € XL e esta sucessdo é necessariamente
de Cauchy, uma vez que converge, mas em X esta sucessédo é divergente,
pela proposicao(1.4.1 [ ]
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Exemplo 1.5.5 Resulta desta proposicao que os sub-espacos completos
de R™ séo os fechados.

Exemplo 1.5.6 Seja C(IN) o sub-espago métrico de F,(IN) formado pelas
sucessoes convergentes. Ja foi visto no exemplo que F(N) é
completo. Por outro lado, C(IN) é um fechado de 1 (IN), pois se (xn)nen €
C(IN)® entdo (xn)nen néo é de Cauchy, ou seja, existe algum ¢ € R* tal
que

(Vp e N)(dm,n e N):myn > pAxm —xn| > ¢.

Entéo se (yn)nen € B((xn)new, ¢/3) tem-se

(VP € IN)(HTTI,TLE ]N):m>n2p/\|ym_yn| >

Wl ™

Logo C(IN) é completo.

Repare-se que se E é um espaco métrico e X C E entdo a condicéo
«X é um sub-espaco métrico completo de E» é absoluta e nao relativa.

Proposicao 1.5.3
Se E for um espaco métrico completo e (F,,)new for uma sucessdo decres-
cente de fechados ndo vazios de E tal que

lim diam(F, ) =0,
nelN

entdo o conjunto () F. tem um e um so elemento.

nelN
Demonstracéo: Seja d a métrica definida em E. Para cada n € N, seja
Xn € Fn. A sucessdo (x,)nen € de Cauchy. Para o demonstrar, tome-se
e € RY esejap € N tal que diam(F,) < e. Sem,n € Nesem,n > p,
entdo, visto que a sucessio (F.).cw € decrescente, tem-se

XmyXn S Fmin{m,n} C Fp

e entdo, uma vez que diam(F,) < ¢, d(xm,Xn) < €.

Sejam x = limpenxn, m € N e e € RY. A bola B(x, ¢) contém todos
0s X, para n suficientemente grande; em particular contém algum
elemento da forma x,, com n > m. Logo, x,, € F,,, pois F,,, D F,,. Esta
entdo provado que (Ve € R% ) : B(x,¢) N F, # 0, ou seja, x € Fum, pelo
que x € F ., pela proposicao|1.3.1. Como isto tem lugar qualquer que
sejamec N, x € (),cn Fn-
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Finalmente, a interseccdo de todos os F,, ndo pode ter nenhum
elemento y distinto de x, pois se tivesse entéo

(\mneN):x,yeF, = (Vn € N):d(x,y) < diam(F,)
= d(x,y) < lil% diam(F,,) =0,
ne

0 que € absurdo. [ ]

Definicao 1.5.2 Se (E;,d;) e (E,, d;) sdo espacos métricos, diz-se que
uma funcéo f: E; — E, é uma contraccdo se, para algum k €]0, 1], se
tiver

(Vx,y € Eq) : d2(f(x), f(y)) < kdi(x,y). (1.17)

Claramente, qualquer contraccédo é uma funcéo continua e mesmo
uniformemente continua.

Relembre-se que se X é um conjunto e x € X, entao diz-se que x é um
ponto fixo de uma funcéo f: X — X se f(x) = x. Naturalmente, uma
contraccdo nao pode ter mais do que um ponto fixo.

Teorema 1.5.1 (Teorema do ponto fixo de Banach)
Se E € um espaco métrico completo ndo vazio e se f:E — E € uma
contraccdo, entdo f tem um e um sé ponto fixo.

Demonstracdo: Conforme foi observado atras, f ndo pode ter mais do
que um ponto fixo. O problema reside entdo em mostrar que tem algum.
Sejam entdo d a métrica definida em E e k €]0, 1] para o qual seja valida
a condicdo (1.17). Tome-se x € E e, para cadan € Z_, seja

nvezes

——
Xn =(fofo---of) (x).
Por outras palavras, xo = x e
(N eZy):xni1 = f(xn). (1.18)

Se se mostrar que a sucessdo (x,)nez, converge entdo o teorema esta
demonstrado, pois se 1 for o limite da sucessédo tem-se

f(1) = f ( lim xn)
nezy
= Tlllgll\I f(xn.) (pela proposicéo |1.4.5)
= 11511\1 Xn1 (por(1.18)
=1
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pela proposicéo[1.4.3] Uma vez que E é completo, para mostrar que a
sucessdo (Xn)nez, converge basta mostrar que se trata de uma sucesséo
de Cauchy.

Facilmente se vé que

(Vn S Z+) : d(XnJrhxn) < kd(Xn,Xn,]) <0 < knd(XhXO)
peloque,sencZ, ep e N,
d(xn+p)xn) < d(xn+paxn+pf1) + d(xn+pf1>xn+p72) +o 4t d(anthn)

n+p—1
< ( 5 w‘) A1, xo)
j=n

n

1— kd(XhXO)-

<

Entao, se m,n € Z, tem-se

kmin{m,n}

?d(ﬁ yX0)

d(XmyXn) <

pelo que se ¢ € R* e se se tomar p € Z, tal que

] _kd(XnXo) <e

(WMmeZy) nz2p—=

(o que é possivel pois lim,cz, k™ = 0) tem-se
(VmneZ,)  mn=>p=— d(Xm,xn) < €. ™

Este teorema é muito empregue em Analise para demonstrar a exis-
téncia de funcdes com determinadas propriedades. Por exemplo, pode
ser empregue para demonstrar a existéncia (e unicidade) de solucoes de
equacoes diferenciais. Também é empregue para demonstrar o teorema
da funcéo inversa.

Considere-se agora num espaco métrico E duas partes densas A e B.
Facilmente se vé que A N B pode nédo ser denso. Pode até ser vazio como,
por exemplo, no caso em que E = R (com a métrica usual), A = Q e
B = Q°. No entanto, se A ou B for aberto entfo a interseccéo é densa.
De facto (supondo A aberto) se x € E e ¢ € R’ entéo, por definicéo,
B(x,e) N A # (). Como B(x,¢) N A é um aberto ndo vazio e B é denso,

B(x,e) N (ANB) = (B(x,e) NA) NB #0,
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pelo que A N B é denso. Mais geralmente, pode-se mostrar por inducéo
que sen € N e se Aj,Ay,...,A, forem abertos densos (ou mais ge-
ralmente, se A1, A,,..., A, forem conjuntos densos e A;,A,,..., A,
forem abertos), entdo (\;_; A; é denso.

E se se tiver uma familia numeravel de abertos densos? Neste caso,
a interseccéo podera néo ser densa. Por exemplo, em () com a métrica
usual sabe-se que, para cada q € Q, Q \ {q} € um aberto denso, mas

N Q\{a}=0

qeqQ

que, obviamente, nédo é denso. Por outro lado, em R munido da métrica
discreta o dnico sub-conjunto denso é R, uma vez que qualquer sub-
-conjunto é fechado. Logo, uma familia numeravel de abertos densos s6
pode ser uma familia em que cada elemento é R, pelo que a interseccéao
é mais uma vez R, que é denso.

Ja nao é tao simples de ver o que se passa quando se esta a trabalhar
com R munido da métrica usual. De facto, neste caso também é verdade
que a interseccao de uma familia numeravel de abertos densos é densa.
Mais geralmente, é valido o seguinte teorema:

Teorema 1.5.2 (Teorema de Baire)
Num espaco métrico completo, as familias numerdveis de abertos densos
tém intersec¢do densa.

Demonstracédo: Sejam E o espaco métrico em questaoe (A, ),y uma fa-
milia numeravel de abertos densos. Se x € E e ¢ € R, quer-se mostrar
que algum elemento de B(x, ¢) pertence a todos os A,, simultaneamente.
Sejam x; = x e ¢; = ¢. Como A; é um aberto denso, B(x,¢) N A,
é um aberto ndo vazio. Seja x, € B(xq,¢e) N A; e seja ¢, €]0, ¢1/2] tal
que B'(x2,€3) C B(x1,e1) N A;. Uma vez que A, é um aberto denso,
B(x2,€2) N A, é um aberto nao vazio. Seja x3 € B(xz,62)NA esejac; €
10, €2/2] tal que B’(x3,€3) C B(x2,€2) N A,. Continuando este processo,
obtém-se sucessoes (xn)nen € (€n)nen tais que, para cada n € N,

1 en €]0,5%];

2. B/(Xn—i—h En—H) C B(XT‘L) En) N An-
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Sabe-se, pela proposicéo|1.5.3}, que (), oy B'(Xn, €n) # 0. Mas

() B'(xny €n) C (] (B(xn,€n) N AR)

nelN nelN

CB(X,&)H(H An). (]

nelN

Observe-se que, se A for um sub-conjunto de um espaco métrico,
entdo A é aberto se e s6 se A for fechado e que A é denso se e s6 se
AL tiver o interior vazio (pela relacéo (1.6)). Logo, o teorema de Barie
também pode ser enunciado do seguinte modo: num espaco métrico
completo a reunido de uma familia numeradvel de fechados com o interior
vazio tem o interior vazio.

Proposicao 1.5.4

Sejam E e E; espacos métricos, sendo E; completo. Se X for uma parte
densa de Eq e se f: X — E; for uma funcdo uniformemente continua,
entdo f é prolongdvel a uma e uma sé6 funcdo continua F: £1 — E;, a
qual também é uniformemente continua.

Demonstracao: Seja x € E;. Uma vez que X é denso sabe-se, pela pro-
posigao que x € limite de alguma sucessio (x, )ncn de elementos
de X. Entéo a sucessdo (f(xn)), y € uma sucesséo de Cauchy, pela
proposicao [1.4.7| e, portanto, converge, pois esta-se a supor que E; é
completo. Define-se entéao

F(x) = Lim f(xn).

nelN

Comece-se por ver que esta definicédo faz sentido, i. e. que se (Yn )nen
também for uma sucesséo de elementos de X que converge para x, entao

lim f(x,,) = lim f(yy).

nelN nelN
Para tal, basta observar que se se definir a sucessao (z,,)nen por

{xn/z se n for par
Zn =

Y+1)/2 sen for impar,

entdo, como (z, )ncn converge para x, sabe-se que (f (zn))n oy converge.

Logo, pela proposicéo|1.4.3, as sub-sucessdes (f(xn)), .y € (f(yn)), cn
convergem para o mesmo limite. Deduz-se da proposicéo que,




1.5 Espacos métricos completos 41

se F for continua, entéo é a dnica funcao continua que podera ser um
prolongamento de f.

Para terminar a demonstracéo, falta ver que F é uniformemente con-
tinua. Sejam d; e d, as métricas definidas em E; e E, respectivamente.
Fixe-se ¢ € R* ; quer-se mostrar que existe 0 € R* tal que

(Vx,y € Eq) 1 di(x,y) < 8§ = d2(F(x),Fly)) < e.

Para tal, tome-se 0’ € R tal que

(Vx,y € X) : di(x,y) < &' = dz(f(x),f(y)) <

i

W] m

um tal &’ existe uma vez que f é uniformemente continua. Seja 6 =
8'/2 e sejam x,y € E; tais que d;(x,y) < d. Pela definicdo de F sabe-
-se que existe x’ € X tal que d;(x,x’) < 8'/2 e d;(F(x),f(x")) < ¢/3.
Analogamente, existe y’ € X tal que d;(y,y’) < ?®'/se d; (F(y),f(y’)) <
¢/3. Entao

di(x'yy") < di (%', x) + di(x,y) + di(y,y”)

X A
<Z+?+Z
=95

Portanto d (f(x'), f(y')) < ¢/3 e entéo

Por exemplo, considere-se no espaco métrico C(IN) (para a definicao,
veja-se o exemplo [1.5.6), munido da métrica do supremo, o conjun-
to Q formado pelas sucessdes quase-constantes, i. e. pelas sucessoes
(xn)nen de ndimeros complexos cuja restricdo a algum conjunto da
forma {n € N |n >k} (k € IN) é constante. Seja f: Q — C a funcéo
assim definida: se (x,)new € Q e se ¢ € C for tal que x,, = ¢ paran
suficientemente grande, entéo f ((Xn)nem) = c. A funcao f é uniforme-
mente continua (basta tomar § = ¢ na definicdo de funcéo continua).
Por outro lado, Q é denso em C(IN). De facto, se

S = (X1,X2,X3,X4,X5, X6 - )
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for convergente entao a sucesséo (s, )ncn definida por

S1 = X1, X1y X1y X1y X1y X1y .0

$2 = (X1yX2yX2yX2yX2yX2y.0.

( )
( )
(X XZ)X3)X3)X3»X3)---)
= )

X1yX2yX3yX4yX4yXgy oo

é uma sucesséao de elementos de Q que converge para s. Uma vez que
C(IN) é completo entéo, pela proposicao anterior, f é prolongavel a uma
e uma s6 funcéo continua F: G(IN) — C. Verifica-se facilmente que se
(Xn)nen € C(IN), entao

F ((Xn)nelN) - }Ligll\lxn.

Teorema 1.5.3
Se E for um espaco métrico, existe um espaco métrico completo E e uma

funcdoj: £ — £ que preserva a métrica e tal que j(E) é denso em E.

Demonstracéo: Seja € o conjunto das sucessdes de Cauchy em E. Em
C considera-se a pseudo-métrica D definida por

D((Xn)nelN» (yn)nelN) = }1161}‘11\1 d(men)-

E preciso comecar por verificar que esta definicédo faz sentido, i. e. que
se (Xn)nen € (Yn)nen sao sucessdes de Cauchy, entao o limite

lim d(x,,yn)

nelN

existe. A fim de mostrar que a sucesséo (d(xn, yn))n oy converge vai-se
mostrar que é de Cauchy. Tem-se

(Vmyn € N) : d(xm,Yym) < d(Xm,xn) + d(Xn,Yn) + d(Yn,Ym)
pelo que

(Vm,n € N) : d(xm,Ym) — d(xn, Yn) < d(XmyXn) + d(Yn, Ym)-
Analogamente, trocando m e n vem

(vm>n € ]N) : d(men) - d(xmaym) < d(xmaxn) + d(yruym)-
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Logo
(vm,n € N) : [d(xn,Yn) — Ad(Xm, Ym) | < d(Xm,yXn) + A(Yn, Ym)-

Seja ¢ € R*. Sabe-se, visto que (Xn)nen € (Un)nen S0 sucessdes de
Cauchy, que, para algum p € N, se tem

€
<= AN dYm,yn) <

(VmyneN):mn>p= d(xm,xn) 7

N e

Entao
(vmyn € N):myn > p = |d(xn,Yn) — d(xXm, Ym)| < €.

Agora é preciso mostrar que D é realmente uma pseudo-métrica.
E claro que, se (xn)nenw € €, entdo D((xn)nen, (Xn)nen) = 0 € que se
(Yn)nen for também um elemento de C, entéo D((xn)nem, (yn)nem) =

D((Un)ne]Na (Xn)nE]N>- Finalmente, se (Xn)nelNy (Un)ne]N € (Zn)nelN sao
trés sucessoes de Cauchy de E, entao

D((Xn)nE]N) (Zn)nelN> = 111151(11\1 d(xna Zn)
< hm d(xn, Yn) + d(yn, zn)

= llgl d(xn, yn) + lim d(yn, zn)

- D((Xn)nelN» (yn)nelN) + D((yn)nelNa (Zn)nelN)~

Define-se o0 espago métrico ( E , D) como sendo o espaco métrico obtido
a partirde Ce de D empregando o processo mencionado na pagina [4]
Considere-se a funcdo j: £ — E assim definida: se x € E, entdo j(x)
é a (classe de equivaléncia da) sucessao constante que toma sempre
o valor x. E claro que a funcéo j preserva a distancia. Vai-se agora
mostrar que a sua imagem é densa em E. Decorre da definicao de
conjunto denso e da proposicao [1.4.4] que isto é o mesmo que afirmar
que qualquer elemento de £ 6 limite de uma sucesséo de elementos
de j(E). Seja entéo (x,,)nenw € C. Para cadan € NN, seja x(n) € j(E) a
sucessdo constante que toma sempre o valor x,; vai-se mostrar que
([x(n)]), e converge para [(xn)nen] em E. Dado ¢ € R*, sejap € N
tal que

(nelN):mn>p= dxm,xn) <¢.

Entéo se n € N for tal que n > p tem-se

D([(Xn)neﬂ\l]> [X(T‘L)}) = 11112]11\1 d(xm,xn) < ¢,
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uma vez que d(xm,,x,) < € quando m > p.

Para terminar a demonstracéo, falta mostrar que Eé completo. Para
tal, observe-se que qualquer sucessao de Cauchy (x,,)nen de elementos
de j(E) converge em £. Por definicéo de j, cada x,, é a classe de equiva-
léncia de uma sucessao que toma sempre o mesmo valor e este valor,
por abuso de notacéo, vai também ser representado por x,,. Entao a
sucessao (x,)nen de elementos de E é uma sucessdo de Cauchy e, pelo
que foi visto atras, em E tem-se lim, oy xn = [(Xn)nen]- Se (Yn)nen for
uma sucessao de Cauchy de elementos de E seja (zn)new umMa sucessao
de elementos de j(E) tal que

(Vn e N):D(yn,zn) < %; (1.19)

uma tal sucessao existe uma vez que j(E) é denso. A sucessao (z,)nen
é de Cauchy pois se m,n € IN tem-se

D(zm,2zn) < D(Zm,Ym) + D(Ym,Yn) + D(Yn,zn)
1 1
< E + D(Umvyn) + H,
pelo que, dado ¢ € RY, se p € N for tal que

(Vm,n € IN) mnzp— D(ym)yn) <

W] m

e que 1/p < £/3, entdo
(VmyneN):myn>p=— D(zn,z,) < e.

Entéao a sucessdo (z,,)nen converge para algum 1 € £ e decorre de (T.19)
que a sucessao (Yn)nen também converge para 1. |

Este método de construir £ podera parecer complicado a primeira
abordagem, mas veja-se que consiste unicamente em acrescentar a E
aquilo que lhe falta para ser completo, i. e. os limites das sucessoes de
Cauchy.

Definicao 1.5.3 Se E for um espaco métrico, um completamento de E é
um par ordenado (F,j) onde F é um espago métrico completoe j: E — F
é uma funcéo que preserva a distancia.

O teorema [1.5.3| afirma que cada espaco métrico tem um comple-
tamento. Vai agora ser visto que tal completamento é essencialmente
unico.
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Proposicao 1.5.5
Sejam (Eq,j1) e (Ez,j2) completamentos de um espago métrico E. Existe
entdo uma e uma so isometria ¥V: £ — E; tal que ¥ 0 j; =js.

Demonstracédo: Considere-se a funcéo

P ji(E) — E>
X ~ J'z(jf](x))-
Uma vez que j; e j; preservam a métrica, \p também preserva a métri-
ca; em particular, \ é uniformemente continua. Sabe-se entédo, pela
proposicao que existe um e um s6 prolongamento continuo de { a
uma funcdo V: E; — E,. Repare-se que ¥ € a tinica funcao continua de
E; em E; para a qual se podera ter ¥ o j; =j,. De facto, se f: E; — E,
for uma funcéo continua tal que f o j; =j,, ou seja, se

(Vx € B) : (1 (x)) = j2(x),

entao
(vx €31(E)) s f(x) =32 (1 ' ().

Logo, a unicidade de ¥ garante que ¥ = f.
Falta mostrar que ¥ é uma isometria. Comece-se por ver que pre-
serva a distancia, i. e. que se x,y € E; entao

d2 (W(x),¥Y(y)) = di(x,y), (1.20)

sendo d; e d, as métricas definidas em E; e em E, respectivamente.
Como ¥ é um prolongamento de 1\ e as fungoes j; e j, preservam a
distancia, é claro que é valido se x,y € j;1(E). Se x € E (mas
continuando a supor que y € j;(E)), sabe-se que x é limite de alguma
sucessdo (X, )nen de elementos de j; (E). Log

d2(¥(x), ¥(y)) = da (‘P (}lig% Xn) »‘”‘J)>
—d, (Ligllv‘y(xn) ,‘1’(9))
= lim d (¥ (%), ¥(y))

= lim d1(xn, )

- dl (X)y)-

8No que se segue, vai ser empregue o seguinte facto: se (E, d) é um espaco métrico
esey € E, entdo a funcéo de E em R definida por x ~~ d(x,y) é continua. De facto, é até
uniformemente continua, uma vez que (Vx1,x2 € E) : |d(x1,y) — d(x2,y)| < d(x1,%2).
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Finalmente, se x,y € E; entdo tome-se uma sucessao (x, )nen de ele-
mentos de j; (E) convergente para x. Os célculos efectuados atras per-
mitem novamente concluir que d, (¥(x), ¥(y)) = di(x,y).

Para terminar a demonstracéao, falta provar que ¥ é bijectiva. Para
tal, seja W*: E;, — E; a unica funcao que preserva a distancia e tal
que ¥* 0j; =j;. Entdo W* o ¥ é uma funcao de E; em E; que preserva a
distancia e, obviamente, ¥* o W 0 j; = j;. Ora, por um lado ja se sabe
que id: E; — E; também tem essas propriedades e, por outro lado, ja
foi visto que existe uma a uma s6 funcéo nessas condicoes, pelo que
Y* oY = id. Pelo mesmo argumento, ¥oW* = id, pelo que ¥ tem inversa,
ou seja, é uma bijeccéo. ]

Exemplo 1.5.7 Se se considerar em () a métrica usual, entdo o seu
completamento é R. Alias, este facto pode servir de ponto de partida
para a construcdo dos nimeros reais a partir dos nimeros racionais.

Exemplo 1.5.8 Mais geralmente, o completamento de um sub-espacgo
métrico X de um espaco métrico completo é Xﬂ

O exemplo anterior, juntamente com os inicos exemplos que foram
vistos de espagos métricos ndao completos (Q e ] — /2, /2], ambos com
a métrica usual) podem transmitir a falsa impressao de que de facto
qualquer espaco métrico esta naturalmente «<mergulhado» num espaco
métrico completo de modo que, para se obter o seu completado, basta
considerar a aderéncia. Para ver que néo é assim, considere-se o es-
paco métrico obtido a partir do espaco R([0, 1]) (veja-se a defini¢do no
exemplo|1.1.6) e da pseudo-métrica do integral. Vai-se mostrar que este
espaco, que também sera representado por R([0, 1]), ndo é completo.

Considere-se a sucessao (f,)necn de elementos de R([0,1]) assim
definida: se n € N, entéo f,, é a funcao

0,1 — R
1/vx  sex>1/m2
X
n caso contrario.

E facil demonstrar que se trata de uma sucesséo de Cauchy, pois

tem-se
1 1

(Vmyn e N):d(f,fn) = .
m n

9Para se ser correcto, devia-se dizer que o par (X, ), onde i: X — X é a incluséo,
é um completamento de X. Uma observacéo analoga aplica-se ao exemplo anterior.
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No entanto, esta sucessédo nao converge em R([0, 1]). De facto, se con-
vergisse para uma funcéo f daquele espaco, entdo f seria limitada
(pela definicédo de funcao integravel segundo Riemann). Seja M um
majorante de |f|. Entao, para cada n € N para o qual n > M, ter-se-ia

o

d(f,fn) = | [f—fy|
-JO
~1/M?2
UO
~1/n? 1/M?
> n—de—l—J — — Mdx
Jo 1/T‘Lz \/7_(
1
M n

Mas entao lim, cy d(f, f,,) > 1/M, 0 que é absurdo.

A sucessao do exemplo anterior era formada por fungoes limitadas
(necessariamente, pois esta-se a trabalhar com funcoes integraveis
segundo Riemann, que sao limitadas por definicdo), mas sem que hou-
vesse um conjunto limitado que contivesse as imagens de todas todas
as funcgées f, (n € IN). Vejamos agora que mesmo a existéncia de um
tal conjunto limitado ndo garante a existéncia de limite para uma
sucessao de Cauchy de elementos de R([0,1]). Por outras palavras,
vai-se provar que, dados a,b € R com a < b, o sub-espaco R°([0,1])
de R([0, 1]) formado pelas func¢bes cuja imagem esta contida em [a, b]
nao é limitado. Para simplificar, isto sera feito somente para a = 0
e b = 1. A demonstracdo vai permitir introduzir um espaco métrico
particularmente interessante.

Para cada « €]0, /3], define-se o conjunto de Cantor C, do seguinte
modo:

1. Seja I, o intervalo [0, 1].

2. Subtrai-se a I o intervalo aberto central de comprimento «; seja
I; o conjunto restante. Por outras palavras,

1T ol o 1 o 1 «
11_10\]§_E’§+E{_[O’Z_E}U{E+E’1}'

3. O conjunto I; é formado pela reunido disjunta de dois interva-
los fechados de [0,1]. A cada um destes intervalos subtrai-se o
intervalo aberto central de comprimento */3. Seja I, o conjunto
restante.
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4. Vai-se construindo assim sucessivamente uma familia decrescen-
te (In)nez, de sub-conjuntos de [0,1]. Cada I, é uma reunido
disjunta de 2" intervalos fechados de [0,1] e I,,,; obtém-se reti-
rando a cada um destes intervalos o intervalo aberto central de
comprimento x/3n,

5. Define-se Co como sendo [, ., In.

Ha uma passagem nesta definicdo com a qual é preciso ter algum
cuidado. Para que o ponto 4} faca sentido é necessario demonstrar que
o comprimento de cada um dos 2" intervalos fechados cuja reuniao
disjunta forma I,, é maior de que */3~; caso contrario, néo se pode falar
no «intervalo aberto central de comprimento «/3~». Para justificar a
passagem, repare-se que o conjunto I; é obtido retirando-se de [0, 1]
um segmento de comprimento «; logo, I; é formado por dois segmentos
de comprimento (1 — «)/2. Em seguida, obtém-se I, retirando de I,
dois segmentos de comprimento */3, pelo que I, é formado por quatro
segmentos de comprimento ((1 — «)/2 — «/3)/2 = (1 — o« — 20t/3) /4.
Prosseguindo este tipo de calculos, vé-se que cada I, é reuniao de 2™
intervalos disjuntos de comprimento

5O i)

e entdo o que se quer mostrar é que:

(Ynez,): ;—n (1 3u (1 _ (g)n)) >

Verifica-se facilmente que esta desigualdade equivale a:

1—3«x 2«
™ 7 3
e esta dltima afirmacao é obviamente Verdadeira
Usualmente, a expressao «conjunto de Cantor» refere-se ao con-
junto C;,3 mas para demonstrar que R/} ([0, 11) ndo é completo é preciso
recorrer a algum C, com «x < 1/3. Para um tal conjunto de Cantor,
considere-se a sucessdo de funcdes (f,)ncz, assim definida:

(Y\neZ,):

1 I
(vneZ) (e 0,1]) : fulx) =4 o€
0 caso contrario.

0Também se deduz desta desigualdade que o ndo pode ser maior do que /3.
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E claro que (fn)nez, € uma sucessio de elementos de R}([0,1]) e que

(VnEZQ:‘r fn:1—3oc(1— (g)“)
0

Deduz-se entédo que

— a sucessdo (f,,)nez, € uma sucessdo de Cauchy, pois se m,n € Z
com m > n tem-se

[ semse () ()

— se a sucessao (f,)nez, convergir para f € R}([0,1]), entao

1 1
J f:limJ fro=1—3a>0. (1.21)

0 neZi Jo

Para se mostrar que uma tal funcéo f ndo pode existir é conveni-
ente provar que o conjunto de Cantor tem interior vazio ou, o que é
equivalente, que C, nao contém intervalos da forma ]a, b[. De facto,
se contivesse um tal intervalo entéo (Vn € Z, ) :]a,b[C I,. Mas isto é
impossivel uma vez que I, é um sub-conjunto de [0, 1] que é reunido
de 2" intervalos disjuntos com o0 mesmo comprimento e, se n € Z, for
suficientemente grande, b — a > 1/2n.

Para terminar a demonstracdo de que R} ([0, 1) ndo é completo, vai-
-se mostrar que, se P for uma particao de [0, 1], entdao X(f,P) (a soma
inferior de f relativamente a P) ndo excede 0, o que contradiz (1.21).
Para tal, basta mostrar que se a,b € [0, 1] e a < b, entdo inf f([a, b]) < 0.
Se assim néao fosse, i. e. se existisse um intervalo nao degenerado
[a,b] C [0, 1] com inf f([a, b]) > 0, entdo, uma vez que ]a, b[Z C, (pois o
interior de C,, é vazio) |a, b[ teria de conter algum c ¢ C,. Pela definicéo
de C4, haveria algum intervalo Ja’, b’[ contendo c e contido em [a, b]
tal que ]a’,b’[N],, = () para cada n suficientemente grande, pelo que
fo(Ja’,b’[) = {0} para n suficientemente grande. Para um tal n tem-se

1 b’ b’
JH—&»J |f—fn|zj ],
0 a’ a’

b’ 1
J If| < lim J If —fnl=0. (1.22)

a neZ+ Jo

pelo que
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Mas se inf f([a, b]) = x > 0 entéo inf |f|([a’, b']) > x, pelo que

b/
J Ifl > x.(b—a) >0,

a

o que contradiz (1.22).

O completamento de R([a, b]) é usualmente designado pelo espaco
das funcgoes integraveis segundo Lebesgue e representa-se normalmen-
te por L' ([a, b]). Este «integral» a que se est4 aqui a fazer referéncia é
o (tinico) prolongamento a L' ([a, b]) da funcdo uniformemente continua

R([a,b]) — R
b
f ~ J f

e designa-se por «integral de Lebesgue».

1.6 Exercicios

1) Verifique que a métrica discreta é efectivamente uma métrica.
2) Mostre que a funcéo:

doo: R2 x R2 — R

((thz)) (Uhyz)) ~ max{lx1 —yil, Ix2 —y2|}
é uma distancia.
3) Mostre que a funcéo:
dy: R2 x R2 — R
((thz)» (U]»Uz)) ~ I —yil 4+ Ix2 — Y2l

é uma distancia.

4) Seja C([0, 1]) o espaco das funcdes continuas de [0, 1] em R. Considere
a funcao:
dy: C([0,1]) x €([0,1]) — R

:
(f,9) ~ L if—gl.

1. Mostre que d; é uma distancia.
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1) pelo espaco das funcgoes inte-
] em R, a funcao d; continua a

2. Caso se substitua o espaco C(/[0,
graveis segundo Riemann de [0,
ser uma distancia?

1
1

5) Seja p € N um ntimero primo. Neste exercicio vai-se estudar a mé-

trica p-adica (ver o exemplo na pagina[2). Para cada r € Q\ {0},
seja v, (1) o inico inteiro tal que r se pode escrever sob a forma:

sendo a e b dois nimeros inteiros primos com p e seja

Cfpr ser#0
Ty = 0

caso contrario.

Considere a funcéao:

dp: QxQ —  Q
)

(T> S ~ |T - s|p
1. Calcule v, ('8/5) para os diversos valores de p € {2, 3,5,7}.

2. Calcule d,(2,7/3) e d,,(—8,1/3) para os diversos valores de p €
{2,3,5}.

3. Mostre que (Vr,s € Q) : [r + sl, < max{[r|,,Isl, }.
4. Mostre que a funcéo d, é uma distancia tal que

(Vrys,t € Q) : dp(r,t) < max{d,(r,s),dp(s,t)}. (1.23)

Nota: Uma métrica que satisfaz a propriedade (1.23) diz-se uma ultra-
-métrica .

6) Sejam (E, d) um espago métrico e n € IN. Dados x7,x2,...,Xn41 € E,
mostre que se tem:

mn
d(x1,%n+1) E d (X, Xic1)
K—1

7) Seja (E, d) um espaco métrico. Mostre que, dados x,y,z € E, se tem:

|d(x,z) — d(y,z)| < d(x,y).
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8) Seja (E, d) um espaco métrico. Considere as funcgoes

di: ExXE — R
(X»y) ~ min{d(x>y)>1}
e
d: EXE — R
d(x,y)
(x,y) T+ d(x,y)

Mostre que d; e d, sao distancias.

9) Seja E um conjunto e seja d: E x E — R uma funcéao tal que:
1. (Vx,y€eb):d(x,y) =0<=x=vy;
2. (Vx,y € E) : d(x,y) = d(y,x);
3. (Wx,y,z € E) : d(x,2z) < d(x,y) + d(y, z).

Mostre que d é uma distancia.

10) Sejam (Eq, d;) e (E2, d;) dois espagos métricos. Mostre que qualquer
funcéo constante de E; em E, é continua.

11) Sejam (Eq,d;) e (E;, d,) dois espacos métricos, sendo d; a métrica
discreta. Mostre que qualquer funcéo f: E; — E, é continua.

12) Sejam d; a métrica usual em R e d, a métrica discreta em R. Mostre
que a funcao
(R,d1) — (R,d2)
X ~ X
é descontinua em todos os pontos do dominio.

13) Usando as notacoes do exercicio |8, mostre que as fungoes

(E) dl) — (E) d)

X ~ X

(E> d) — (E) dl)
X ~ X

sao uniformemente continuas (i € {1, 2}).

14) Dados um espaco métrico (E,d) e um elemento y € E, mostre que a
funcao:

E — R

x o~ d(xy)
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é uniformemente continua.

15) Seja I um intervalo de R e seja f: | — R uma funcéao derivavel com
derivada limitada. Mostre que f é uniformemente continua.

16) Considere a funcéo

f: [0,1] — R
N {xzsen(‘/xz) sex >0

0 se x = 0.

Mostre que a funcao f
1. é derivavel com derivada nao limitada;

2. é uniformemente continua. Nota: Foi mencionado na pagina
que qualquer funcéo continua de [0,1] em R é uniformemente
continua, mas o que se pretende aqui é demonstrar a continuidade
uniforme de f sem se recorrer a esse facto. Comece por deduzir do
execicio anterior que a restricdo de f a cada intervalo do tipo [a, 1]
(com 0 < a < 1) é uniformemente continua.

17) Sejam (Eq,d;) e (E2, d2) dois espacos métricos. Investigue se a fun-
cdo inversa de qualquer funcdo uniformemente continua f: E; — E, é
também uniformemente continua.

18) Considere o espaco métrico (C([0,1]),d;), sendo d; a métrica do
integral.

1. A funcao:
c(o, 1) —

f

R
(0

)

é continua?

2. Se a métrica d; for substituida pela métrica do supremo d.,, a
resposta a pergunta da alinea anterior é a mesma?

19) Considere as distancias usuais em @) e em {0, 1}. Existe alguma

funcao continua e sobrejectiva f: Q — {0, 1}?

20) Seja f a funcao de R em R assim definida:

— se x € Q, entdo f(x) = /n, onde n é 0 menor nimero natural tal
que nx € 7Z;
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— sex € R\ Q, entédo f(x) =0.

Mostre que os pontos de R onde f é continua sdo os nimeros irracionais.
21) Seja p um ntimero primo. Considere em () a distancia usual, desig-
nada por d, e a distancia p-adica, designada por d,,.

1. Mostre que a funcéo

(Qdp) — (Q,d)
T ~ T

é descontinua em todos os pontos do seu dominio.

2. Existe alguma funcéo continua de (Q, d,) em (Q, d) que néo seja
constante?

22) Mostre que a funcéo

[0, +00[ — [0,+0o

x VX

é uniformemente continua.

23) Sejam E um conjunto finito e d; e d, duas métricas definidas em
E, sendo d; a métrica discreta. Mostre que (E,d;) e (E, d;) sdo homeo-
morfos.

24) Considere em R a métrica usual. Mostre que as fungoes f: R — R
da forma f(x) = x + a ou f(x) = —x + a, em que a € R, sdo isometrias.
Ha outras isometrias?

25) Considere em C a métrica usual. Mostre que as fungoes f: C — C
da forma f(z) = wz+ B ou f(z) = wz+ B, em que w,B € Ce|w| =1,
sao isometrias. H4 outras isometrias?

26) Considere a funcao:

f: Rz — RZ
xl+ul
(%y) ~ {W(W se (x,y) # (0,0)
(0,0) se (x,y) = (0,0).

Seja d a distancia usual em R? e d; a distancia em R? definida no
exercicio [3l
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1. Mostre que:

(VX € R?) : d(f(X), f(0)) = d:(X,0).

2. Mostre que f é continua em 0 para a métrica usual.
3. Mostre que f: (R?,d;) — (R?,d) ndo é uma isometria.

4. Ha alguma isometria de (R?,d;) em (R?,d)?

27) Seja (E, d) um espaco métrico. Mostre que:

1. SeacEere€]0,+x[, se S(a,r) ={x € E|d(x,a) =} entao:

S(a,r) = B’(a,1) N (B(a,7))".
2. Seae Eere]0,+ool, S(a,r) é fechado.

28) Prove que em R, munido da métrica usual, qualquer intervalo
aberto é um aberto.

29) Seja a € R. Mostre que, relativamente a métrica usual em R, os
intervalos | — oo, a] e [a, +oo[ sdo fechados.

30) Investigue se Q? é aberto ou fechado em R? relativamente & métrica:
1. usual;
2. discreta;
3. d (definida no exercicio [2);

4. d, (definida no exercicio (3).

31) Seja p € IN um primo. Para cada um dos conjuntos que se seguem,
verifique se é aberto ou fechado em (), relativamente a métrica usual e
a métrica p-adica:

L [-1,1NQ;
2. {p"ne N}
3. {p™ In e N}u{o)

4. }—\/Z\/Z[HQ.
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32) Considere em C([0, 1]) as métricas do integral e do supremo. Para
cada conjunto que se segue, verifique se é aberto ou fechado em C([0, 1])
relativamente a cada uma destas distancias:

1. {feC([0,1]) | f(0) =0}
2. {fee(o,1)] (vte0,1]) : [f(t) < 1%

1
3. {fee([o,mH f:o}.
0

33) Ha partes de ) simultaneamente abertas e fechadas relativamente
a métrica usual (para além de () e Q, naturalmente)?

34) Sejam E um conjunto e deff[d]E x ER a métrica discreta. Mostre
que qualquer parte de (E, d) é simultaneamente aberta e fechada.

35) Seja (E,d) um espaco métrico sendo d uma ultra-métrica (ver a
nota de rodapé do exercicio [5).

1. Sejam a,b € E e r €]0,+oco[ tais que b € B(a,r). Mostre que
B(b,r) = B(a,r).

2. Sejam a,b € Eer,s €]0,+o0[ tais que as bolas B(a,r) e B(b,s) se
intersectem. Mostre que se r < s, entdao B(a,r) C B(b,s) (e, em
particular, que se r = s, entdo B(a,r) = B(b, s)).

3. Mostre que uma bola aberta é um fechado e que uma bola fechada
é um aberto.

36) Seja E um espaco métrico. Mostre que qualquer parte finita de E
é fechada directamente a partir das definicoes (ou seja, sem ser pelo
método do exemplo|[1.3.6).

37) Sejam (E, d) um espaco métrico e A C E. Mostre que se tem:

1. Dados x,y € E,

d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y).

2. A funcao
E — R
x ~  d(x,A)

é uniformemente continua.

38) Considere em R? a métrica usual.
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1. Calcule a distancia de (0,0) a cada um dos seguintes conjuntos:
a) {(1,1)%
b) {(x,y) e R* |xy =1}
) Q%
d) {(x,y) e R? [xy <0}

2. Calcule a distancia do conjunto { (x,y) € R*|[x >0exy > 1} ao
conjunto { (x,y) € R? |y <0}

39) Sejam E um espago métrico nao vazio e A C E. Mostre que as
condicoes seguintes sao equivalentes:

1. A é limitado;
2. (JaeE)(Ir>0):ACB(a,r);
3. (VaeE)(TIr>0):AC B(a,r).

40) Sejam M um espago métrico, a € M e r € R%. Mostre que
diam(B(a,r)) < 2r e que diam(B’(a,r)) < 2r. Dé um exemplo de um
espaco métrico onde o didmetro de uma bola aberta B(a,r) possa ser
menor do que o da bola fechada B'(a,r).

41) Para cada conjunto mencionado nos exercicios [31] e [32] calcule a
aderéncia e o interior.

42) Seja I um intervalo de [0, 1] com mais do que um ponto e seja M (I)
o sub-conjunto de C([0, 1]) formado pelas funcgoes f € C([0, 1]) que sejam
monotonas em I, i. e. tais que

("x,2yel):x <y = f(x) < f(y) (f écrescente)
ou que
(Vx,yel):x<y= f(x) > f(y) (f é decrescente).

Mostre que, relativamente a métrica do supremo, M(I) é um fechado
de C([0, 1]) com interior vazio.

43) Para cada conjunto que se segue, calcule a aderéncia no espaco
métrico (C([—1,1]),ds), sendo d., a métrica do supremo:

L C'([-1,1]);
2. {feRIxI| (vx € [-1,1]) : f(x) = f(—x) };
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3. Q[x].

44) Sejam p € IN um primo e Q, o sub-anel de QQ formado pelos nimeros
racionais r que podem ser escritos como quociente de dois inteiros a e
b sendo b primo com p.

1. Mostre que Q, é denso em QQ relativamente & métrica usual.

2. Mostre que, relativamente & métrica p-adica, Q, = B’(0,1). De-
duza deste facto que Q,, néo é denso em Q) relativamente & métrica
p-adica.

3. Sendo d e d,, respectivamente a métrica usual e a métrica p-adica
em Q, calcule as distancias d('/p,Qp) e dp(1/p, Qp).

45) Dé um exemplo de um espacgo métrico (E,d) e de uma bola aberta

B(a,r) C E tais que B(a,r) # B'(a,r).
46) Seja p € N um primo natural.

1. Mostre que a sucesséo (p")nen converge para 0 em Q relativa-
mente a métrica p-adica mas diverge relativamente a métrica
usual.

2. Estude a convergéncia em () da sucesséo (!/n),cn relativamente
a cada uma das métricas mencionadas no exercicio anterior.

47) Considere em C([0, 1]) as métricas do supremo e do integral. Estude
a convergéncia da sucesséao (f,,)ncn definida por

fn: [0,1] — R

X ~ oo X

relativamente a cada uma delas.

48) Sejam (E,d;) e (E;, d2) dois espacos métricos e f uma funcao de E;
em E, tal que, para qualquer sucessao (x,,)nen de elementos de E; que
seja convergente, (f(x,)), _, também seja convergente. Mostre que f ¢
continua.

49) Seja f uma funcéo de R em R.

1. Mostre que se f for continua, entdo o seu grafico (i. e. o conjunto
{(x,f(x)) | x € R}) é um fechado de R?>. Sugestdo: use o corola-
rio|l.4.1] i. e. mostre que qualquer sucesséo convergente de pontos
do grafico tem por limite um ponto do grafico.
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2. Ha casos em que f é descontinua e onde, mesmo assim, o seu
grafico é um fechado de R??

50) Seja (E,d) um espaco ultra-métrico. Mostre que uma sucessao
(xn)nen de elementos de E é uma sucessédo de Cauchy se e s6 se

Ve>0)(FpeN)(VnelN):n>p= d(xni1,Xxn) <.

51) Seja p um primo natural e seja (x,)nen @ sucessdo de nimeros
. . . -1 . P . JORE
racionais definida por x,, = 2P" . Considere em Q a métrica p-adica.

Mostre que:

1. Se p =2, entéo (x,)nen converge para 0.

2. Se p = 3, entédo (x,)nen converge para —1. Sugestédo: comece por
calcular |x,, + 1|3 para pequenos valores de n.

3. A sucessio (xn)nen € uma sucessio de Cauchy. Sugestao: supondo
que p # 2, mostre por induc¢éo que

(vn e N): 2°" =1 _ 1 ¢ mltiplo de p™;
use em seguida o exercicio anterior.
4. Se p # 2, entdo a sucessdo (x~') _. converge para 1.
5. Se p > 3, entao (x,)nen diverge. Sugestao: use o facto de que,

para qualquer n € N, a funcédo de Q em Q definida por x +— x™ é
continua relativamente a métrica p-adica.

52) Sejam (E;,d;) e (E, d,) dois espacos métricos e f: E; — E, uma
funcao. Diz-se que f preserva sucessoes de Cauchy se para qualquer
sucessao de Cauchy (x,,)nen em Ej, (f(xn))nelN também é uma sucesséo
de Cauchy.

1. Mostre que se f preserva sucessoes de Cauchy entéao f é continua.
2. Sera que se f for continua, f preserva sucessoes de Cauchy?

3. E se f preserva sucessoes de Cauchy, f € uniformemente continua?
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53) Mostre que, em qualquer espaco métrico, as sucessoées de Cauchy
séo limitadas.

54) Seja V um espaco vectorial real ou complexo, seja || - || uma norma
definida em V e considere em V a distancia induzida pela norma (i. e. a
funcao que envia (v, w) em |[v—w||). Sejam (a,)nen € (bn)nen sucessoes
de Cauchy de V. Mostre que a sucessao (a,, + by )neny também é uma
sucessao de Cauchy.

55) Mostre que qualquer espaco métrico discreto é completo.

56) Seja E um espaco métrico. Mostre que E é completo se e s6 se
qualquer bola fechada de E for completa.

57) Sejam (E,,d;),(Ez,d2),...,(En,dn) espagos métricos ndo vazios.
Considere em E; x E; x --- x E,, a distancia d definida por

d((x1,...,xn),(y1,...,yn)) = max dy(xx,Yx).

T<k<n

Mostre que E; x E; x --- x E,, é completo se e s6 se cada Ey for completo.

58) Considere em C([0, 1]) as métricas do supremo d, e do integral d;.
Para cada n € N, seja f,, € C([0,1]) a funcao definida pela expressao

0 sex<1/2—1/an
fn(x) =qn(x—12)+1/2 selx—1/2/<1/n
1 sex > 1/241/n.

1. Mostre que, relativamente a métrica d;, a sucessao (f,,)nen € uma
sucessao de Cauchy.

2. Use a alinea anterior para provar que (C([0,1]),d;) ndo é um
espaco métrico completo.

3. Mostre que (€([0,1]), ds) € um espaco métrico completo.

59) Se E; e E, forem espacos métricos, sendo E; completo, e f for uma
funcao uniformemente continua de E; em E;, pode deduzir que f(E;) é
completo?

60) Sejam (E, d) um espaco métrico completo e f: E — E uma funcao
continua e sobrejectiva. Suponha que existe um namero K €]1, +o0[ tal
que, para cada x,y € E, d(f(x), f(y)) > Kd(x,y). Mostre que:

1. f é um homeomorfismo;
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2. f possui um e um s6 ponto fixo.
61) Sejam (I, d;) e (E, dg) dois espacos métricos, sendo (E, dg) completo.
Considere em I x E a métrica

d: (IXE)x(IxE) — R
((1>X)>(J,y)) ~ max{dl(i)j))dE(x>y)}-

Sejam F: [ x E — E uma funcao continua e K €]0, 1] tais que
(Vi € I)(Vx,y € E) : de (F(i,x), F(i,y)) < Kde(x,y).
Mostre que:
1. Para cada i € I, existe um e um s6 ¢; € E tal que F(i, d;) = ¢;.
2. A funcao
I — E
1o~ by

é continua.

62) Considere em R e em R? as métricas usuais. Sejam A um aberto
de R?, (x0,Yo) € A e f: A — R uma funcéo continua, limitada e tal
que para algum K €]0, 400l se tem

(V(x,y1), (%, y2) € A) : [f(x,y1) — f(x,y2)| < Klyy —yal.

Pretende-se demonstrar o teorema de Picard-Lindelof: existe um nua-
mero 5 € R’ tal que a equacéo diferencial

{ @'(x) = f(x, o(x)) (1.24)
@ (x0) = Yo

tem uma e uma s6 solucdo no intervalo [xo — 6, x¢ + d].

1. Seja & €]0,+c[ e seja C([xo — d,x0 + 8]) o espaco das funcoes
continuas de [xo—, xo + 6] em R. Mostre que ¢ € C([xo—0,xo+d])
é solucdo da equacao diferencial (1.24) se e s6 se

X

(Vx € [xo — 8,%0 + 8]) : @(x) = yo —|—J f(t, (t)) dt.

X0
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2. Seja M um majorante da imagem de |f| e seja & €]0, +oo[ tal que

d < 1/k e que o rectangulo
R={(x,y) eR*|Ix—xo| <dely—yol <M}

esteja contido em A. Define-se Y como sendo o conjunto das fun-
coes @ € C([xo — d,%xp + d]) tais que @(xp) =yo e que

(Vx € [xo — 8,%0 + 0]) : |(P(X) —yo| < M.

Considere em C([xy — &, xo + 8]) a métrica do supremo d,,. Mostre
que Y é um fechado de C([xo — 8, %0 + d]).

. Mostre que Y é um espaco métrico completo.

. Para cada ¢ €Y, seja T(¢) € C([xo — d,%x0 + 08]) a funcao:

X

(T(0)) (%) = o +J £(t, o(1) dt.

X0

Mostre que T estda bem definida.

. Mostre que T(Y) C Y.
. Mostre que T é uma contraccio.

. Deduza das alineas anteriores que a equacao diferencial (1.24)

tem uma e uma s6 solucédo que tenha por dominio o intervalo
[Xo — 6,Xo + 6]

63) Este exercicio tem como objectivo provar que se p for uma funcéo
polinomial de C em C, entéo o conjunto

A={p(z)z€ CAP'(z) #0}

é um aberto de C.

1. Suponha que p(0) =0 e que p’(0) =1, ou seja, que existe algum

n € N\ {1} e existem nameros b,,...,b, € C tais que
(YweC):pw) =w+ Zbkwk.
k=2

Se c € C, seja (Wn)nez, a sucessdo assim definida:
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i. wo =0;
ii. (YmeZ,):wni1=c— Z brwi <.
k=2
Mostre que, se convergir para algum w € C, entdo p(w) = c.
2. Seja o €]0,1[ e seja p €]0, 1] tal que
p< X
> ko2 Klb]
Mostre que Y ., [by[p*® < p e que se ¢ € C for tal que || <
p— > v, |bylp¥, entdo
a) (Vk € Z,): wil < p;
b) (Vk € IN) : Wi — wi| < afwie —wieqf;
c) asucessdo (Wn)nez, converge.

Deduza que A é vizinhanca de 0.

3. Deduza das alineas anteriores que se z € C for tal que p’(z) # 0,
entdo A é vizinhanca de p(z) e empregue este facto para mostrar
que A é um aberto de C.

64) Sejam f uma funcao de R em R tal que, para cada a € R, exista
algum 6 € R’ tal que f(Ja — 8, a + §[) seja limitado. Para cada a € R,
define-se a oscilacdo de f no ponto a por:

osce(a) = %Efo diam (f(Ja — 8, a + 8[)).

1. Determine a oscilagcao de f em cada a € R nos seguintes casos:

O z .

b) f(x) = |x](= maior inteiro menor ou igual a x).
2. Para cada a € R, mostre que sao equivalentes:

a) a funcéo f é continua em a;
b) oscs(a) = 0.

3. Seja m € R. Mostre que {a € R | oscs(a) < m} é um aberto de R.
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4. Mostre que o conjunto dos pontos de continuidade de f ndo pode
ser igual a Q. Sugestéo: use o teorema de Baire. Compare esta
conclusdo com o exercicio

65) Considere uma sucesséo (pn )nen de polinémios nédo nulos de R[x, y]
e, para cada n € IN, o conjunto V,, ={(x,y) € R? | pn(x,y) =0}.

1. Mostre que (Vn € N) : V, = 0.

2. Conclua que existe algum ponto (x,y) € R? tal que (vn € N) :
Pn(x,y) #0.

66) Seja (1,,)neny uma sucessio de intervalos de [0, 1] com mais do que
um ponto.

1. Mostre que existe alguma funcéo f € C([0, 1]) cuja restricdo a qual-
quer intervalo I,, (n € IN) ndo é moné6tona. Sugestdo: empregue o
exercicio 42

2. Suponha que a sucesséao (I,,).cn € tal que qualquer intervalo de
[0, 1] com mais do que um ponto contém algum elemento da suces-
sao; por exemplo, a sucesséo podera ser formada pelo intervalos

(0,1, [0,7/2], [1/2,10, 0,7/3], [1/3,2/3], 12/3,1], [0, 1/4], ...

Deduza da alinea anterior que existe alguma funcéo continua
de [0, 1] em R que nédo é monétona em nenhum intervalo do seu
dominio com mais do que um ponto.

67) Considere uma sucessao (f,,)ncn de elementos de C([0, 1]) tal que
("nelN): (farr) = fn.

Mostre que se (Vx € [0,1])(In € IN) : f,,(x) = 0, entdo f; é a funcdo nula.

68) Dado a €]1,+oc[, considere a funcao

fo: Q — R
X o~ ak,

a qual é crescente e verifica a condicéo

(Vx,y € Q) : fa(x +y) = fa(x)faly).
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1. Tendo em conta que 111% ar = 1, mostre que para qualquer b € R,
ne

fa ‘]7oo,b] g € uma funcéo uniformemente continua.

2. Mostre que f, admite um tnico prolongamento continuo F, de R
em R.

3. Verifique que F, é crescente e que

(Vx,y € R) : Fa(x +y) = Fa(x)Faly).

69) Seja (G, +) um grupo abeliano. Designa-se por «grupo das séries
formais com coeficientes em G» e representa-se por G[[X]] o grupo cujos
elementos sdo expressoes da forma

o0
E a, X"
n=1

com a, € G para qualquer n € IN, sendo a soma definida por:

(i anX“> + (i an“> = i(an + b ) X™.
n=1 n=1

n=1

Representa-se por G[X] o sub-grupo de G[[X]] formado pelos polinémios
com coeficientes em G. Considere a funcao d de G[[X]] x G[[X]] em R
assim definida: se Y > ; a, X" € G[[X]], entdo

esey - ,a,X"e) b, X" forem dois elementos distintos de G[[X]],

entao
o )
d (Z aan) Z anxn> — z—min{nE]N:anyébn}.
n=1

n=1

1. Mostre que d define uma ultra-métrica em G[[X]].

2. Seja a € G\ {0}. Mostre que a sucessdo () ,_; aX*),cn é uma
sucesséo de Cauchy de elementos de G[X] que converge em G[[X]]
mas néo em GI[X].

3. Mostre que G[X] é denso em G[[X]].
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4. Mostre que G[[X]] é um espaco métrico completo.

5. Deduza das alineas anteriores que G[[X]] é o completado de G[X].

70) Neste exercicio vai ser vista outra maneira de descrever o conjunto
de Cantor.

1. Seja x € [0,1]. Mostre que existe alguma sucessao (a,)nen de
elementos de {0, 1,2} tal que

(Vn e NN): i

F'z‘

2. Sejam x e (a,)nen como na alinea anterior. Mostre que

i

(1.25)

x|x

3. Mostre que o conjunto de Cantor é formado pelos x € [0, 1] que
podem ser escritos sob a forma (1.25), com cada a; € {0,2} (k € IN)
e que cada elemento do conjunto de Cantor s6 pode escrito sob
aquela forma de uma s6 maneira.



Capitulo 2

Espacos topolégicos

2.1 Definicoes e motivacao

Definicao 2.1.1 Se E é um conjunto, uma topologia em E é um conjunto
T C P(E) tal que

1. ),E €T,

2. se (Aj)jey for uma familia de elementos de 7, entéo | ;. A; € T;

€]
3. se (Aj)jey for uma familia de elementos de T e se ] for finito, entéo
mje] Aj € 7.

Um espaco topolégico é um par ordenado (E, T), sendo E um conjunto
e 7 uma topologia em E.

Sabe-se, pelo teoremal1.3.1], que o conjunto dos abertos de um espaco
métrico E é uma topologia em E. No entanto, ha topologias que nao séo
provenientes de uma métrica. Considere-se, por exemplo, o conjunto
E={0,1}. Se d: E x E — R, for uma métrica, entéo a topologia T dos
abertos de (E,d) é T = {0,{0},{1},E}. De facto, 0 e E séo abertos pois,
em qualquer espago métrico, () e o espaco todo séo abertos e, além disso,

— o conjunto {0} é igual & bola B(0,d(0,1));

— o conjunto {1} é igual & bola B(1,d(1,0)).

67
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Por outro lado, verifica-se facilmente que os conjuntos

T = {@>{0}>E},

T2 = {@»{1}»E}
e

T3 :{Q) E}

sao topologias em E distintas de 7.

Repare-se que se E for um conjuntoe d: E x E — R, for uma pseu-
do-métrica, é possivel definir em E as nog¢tes de bola aberta e de conjunto
aberto da mesma maneira que nas defini¢oes e No entanto,
se se considerar novamente o conjunto E = {0, 1}, a inica pseudo-métri-
ca que pode ser ai definida que nao seja uma métrica é a pseudo-métrica
grosseira, i. e. a funcdo nula. Mas entao o conjunto dos abertos de E
seria T3, de onde se deduz que T; e T, néo sdo sequer provenientes de
uma pseudo-métrica.

Definicao 2.1.2 Diz-se que um espaco topolégico (E, T) é metrizavel se
existir alguma métrica d: E x E — R, tal que T = {abertos de (E, d)}.

Ja foi entéo visto que ha espacos topolégicos ndo metrizaveis. Por
outro lado, néo se deve cometer o erro de pensar que métricas distintas
dao origem a topologias distintas. Por exemplo, considerem-se em Z a
métrica usual e a métrica discreta. Conforme ja foi mencionado (veja-
-se o exemplo [1.3.1] na pagina [11)), relativamente a métrica discreta
qualquer conjunto é aberto. Mas o mesmo ocorre em Z relativamente
a métrica usual, pois se A C Z tem-se

A=Jtd=JBMx1;

XEA XEA

logo, A é aberto, pelo teorema(1.3.1

Definicao 2.1.3 Se E é um conjunto, diz-se que duas métricas d; e
d, definidas em E sdo equivalentes se os abertos de (E,d;) e de (E, d;)
forem os mesmos.

A observacao que precede esta definicdo mostra que em Z a métrica
usual e a discreta sdo equivalentes.

Ha diversas razoes que levam a ser desejavel a reformulacao de algu-
mas nocoes estudadas no capitulo (1l no ambito dos espacos topoldgicos.
A titulo de exemplo do que se entende por «reformulacéo» considere-se
a seguinte definicao.
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Definicao 2.1.4 Seja (E,T) um espaco topolégico e seja X C E. Diz-se
que X é aberto se X € T; diz-se que X é fechado se Xt € 7.

Resulta imediatamente das defini¢cdes que o teorema|l.3.1| perma-
nece valido se no seu enunciado se substituir «espaco métrico» por
«espaco topolégico».

Tal como no caso dos espagos métricos, se nao houver risco de ambi-
guidade far-se-a referéncia apenas ao «espaco topolégico E» e nédo ao
«espaco topolégico (E, T)», como ja foi feito na definicdo precedente.

Ha diversos motivos pelos quais é muitas vezes conveniente traba-
lhar com espacos topolégicos no lugar de espacos métricos. Um destes
motivos reside no facto de que, mesmo que um espaco topolégico seja
metrizavel, é muitas vezes mais natural trabalhar-se directamente
com a topologia e ndo com uma métrica.

Exemplo 2.1.1 Em Analise Real, ao estudarem-se limites de sucessoes
é necessario definir separadamente os conceitos de «sucessao conver-
gente» e de «sucessao cujo limite é +oco». No entanto, considere-se na
recta acabada R & R U {#o00} a topologia T assim definida: A € T se e

s6 se A satisfaz as seguintes condicgoes:
1. ANR é um aberto de R;
2. se +oo € A, entdo A contém algum intervalo da forma ]a, +o0ol;
3. se —0 € A, entdo A contém algum intervalo da forma ] — oo, al.

Repare-se que se A C R, entdo A é um aberto de (]ﬁ, T) se e s6 se
for um aberto de R relativamente a topologia usual (i. e. a topologia
proveniente da métrica usual). Como sera visto, as sucessoes de nime-
ros reais convergentes relativamente a esta topologia sdo as que sao
convergentes para algum ndmero real relativamente a topologia usual
juntamente com aquelas que tém por limite +co. O espaco topolégico
(Iﬁ, T) é metrizavel; basta considerar, por exemplo, a bijeccao

f: R — [(—1,1]
N x/(1+1x]) sexeR
+1 se x = 00

. ’ . VAN
e definir uma métrica d em R por

d: RxR — R,

oY)~ [f0) - fy)]. @D



70 Espacos topologicos

Pode-se aqui querer saber qual a origem da expresséo x/(1 + [x|)
no exemplo anterior. A resposta é a seguinte: qualquer expressio que
desse origem a uma bijeccéo continua de R num intervalo Ja,b[ de R
cujo limite em +oo (respectivamente —oo) fosse b (resp. a) teria servido.
Poderia ter-se empregue, por exemplo,

R — R ou R — R
X ~ arctan(x) X~ o x .
T+ vx2+1

Mas é precisamente o facto de haver muitas escolhas possiveis, ne-
nhuma das quais é melhor do que as outras, que torna mais natural
trabalhar com a topologia 7 do que com a métrica d.

Exemplo 2.1.2 Seja X um conjunto e seja F(X) o conjunto das funcoes
de X em C. J& se viu uma maneira natural de se definir uma métrica
no sub-espaco F(X) formado pelas funcoes limitadas: a métrica do su-
premo, definida por d.(f, g) = sup |f — g|. Naturalmente, esta definicao
néo é valida em J(X), pois poder-se-ia ter d.(f,g) = +oo em certos
casos. Este problema poderia ser contornado generalizando o conceito
de distancia de modo a incluir distancias infinitas. Alternativamente,
poder-se-ia definir d(f, g) = min{sup|f — g/, 1}. Entéo d e d, s&o mé-
tricas equivalentes em F,(X) a d é uma métrica em F(X). Mas é mais
natural observar que a topologia 7 induzida em J, pela métrica d, é
tal que A € T se e s6 se

(Vfe A)(Fre R )(Vg e (X)) :suplg—fl<r=g €A

e definir entdo uma topologia 7 em F(X) do seguinte modo: A € T se e
s6 se

(Vfe A)(Fr e R} )(Vg € F(X)) :suplg —fl| <= g € A.
Esta topologia designa-se por «topologia da convergéncia uniforme».

Por outro lado, ha muitos exemplos de topologias interessantes néo
metrizaveis.

Exemplo 2.1.3 Se X C R, diz-se que uma funcéo f: X — R é semi-
-continua superiormente num ponto a € X se

(Vee RU)(F e RY)(Vx € X) 1 [x —a| < 6 = f(x) < f(a) +e.
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Se x € R, seja |x| o maior inteiro que menoir ou igual a x. A funcéo

R — R
x o~ [x],

embora descontinua, é semi-continua superiormente. Se se definir
em R a topologia T = {}, R}U{] — oo, a[ | a € R}, entéo, como sera visto
(exemplo[2.2.15), as func¢des semi-continuas superiormente sio aquelas
que sdo continuas se se considerar em X(C R) a topologia usual e em
R a topologia 7.

Exemplo 2.1.4 SeacZebec N,sejaP,, ={a+bn|neZ} Seja
T ={0} U {reunides de conjuntos da forma P, (a € Z, b € N)}.

Entao T é uma topologia. Isto resulta do facto de a interseccao de dois

conjuntos da forma P, , ser ou vazia ou outro conjunto do mesmo tipo
Acontece que cada conjunto P,, (a € Z e b € IN) também é um

fechado de (Z,7), pois se b =1, entédo P, , = Z e, caso contrario,

b—1
Pov = U Patx,b-
k=1

Isto permite provar que ha uma infinidade de niimeros primos. Com
efeito, se o conjunto P dos niimeros primos fosse finito, entao o conjunto
UpeP Po,p seria fechado. Mas Upep Pop = Z\{1,—1}. Logo, {1,—1} seria
um aberto de (Z,T). Isto é impossivel, pois, com excepcao do conjunto
vazio, qualquer aberto de (Z, 7) é infinito.

2.2 Generalidades
2.2.1 Topologias

Repare-se que em qualquer conjunto E é possivel definir as seguintes
topologias:

topologia discreta: trata-se da topologia 7 = P(E); por outras pala-
vras, é a topologia para a qual qualquer parte de E é um aberto.
Naturalmente, o espaco topolégico (E,T) é metrizavel; basta con-
siderar em E a métrica discreta. Um espaco topolégico diz-se
discreto se a sua topologia for a topologia discreta.

Mais precisamente: se a,c € Z eb,d € IN, entéo Py, N Pc q é da forma P, ¢ para
algum e € Z e algum f € IN caso b — d seja multiplo do méaximo divisor comum de a e
de c e é vazio caso contrario.
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topologia grosseira: trata-se da topologia T = {(), E}; por outras pala-
vras, trata-se da topologia para a qual os tnicos abertos de E sédo
E e o conjunto vazio. Se E tiver mais do que um ponto, o espaco
topolégico (E,T) ndo é metrizavel, mas a topologia grosseira é a
que se obtém se se considerar em E a pseudo-métrica grosseira.
Sempre que se falar em topologia grosseira estara implicito que E
tem pelo menos dois pontos. Um espaco topolégico diz-se grosseiro
se a sua topologia for a topologia grosseira.

Definicao 2.2.1 Se (E,T7) e (E,T,) forem espacos topolégicos, diz-se
que a topologia T7 é mais fina (respectivamente menos fina) do que a
topologia T, se 77 D T, (resp. 71 C T3).

E claro que a topologia grosseira (respectivamente discreta) é a
menos (resp. mais) fina que pode ser definida num conjunto.

Definicao 2.2.2 Se T for uma topologia e B C T, diz-se entédo que B é
uma base da topologia T se qualquer elemento de T pode ser escrito
como reunido de elementos de B.

Exemplo 2.2.1 Em R, uma base da topologia usual é o conjunto dos
intervalos abertos do tipo ]Ja,b[ (com a,b € R e a < b), uma vez que
qualquer aberto pode ser escrito como reunido de intervalos abertos
deste tipo. Mais geralmente, num espago métrico qualquer o conjunto
das bolas abertas é uma base da topologia.

Exemplo 2.2.2 A topologia usual em R também admite como base o
conjunto dos intervalos abertos da forma |r, ;[ com r{,1; € Q.

Exemplo 2.2.3 Num conjunto E, {{x} | x € E } é uma base da topologia
discreta.

Quer-se agora definir a nogao de sub-espaco topolégico de um espaco
topoldgico. Para tal, veja-se que se (X, d) for um espaco métrico e Y for
um sub-espaco métrico de X entao

1. se A for um aberto de X, A NY é um aberto de Y, como se pode
deduzir das defini¢des ou observando que ANY =j~'(Y), sendo
j: Y — X a inclusdo de Y em X;
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2. se A um for aberto de Y, entao existe, para cada a € A, algum
£q € RY tal que a bola (em Y) de centro a e raio ¢, esta contida
em Y, pelo que em X se tem

A=YN (U B(a,sa)>;

acA
em particular A é a interseccdo de Y com um aberto de X.

Logo, se T for a topologia de X, a topologiade Yé{ANY | A € T}. Isto
sugere que se adopte a seguinte definicéo:

Definicao 2.2.3 Dado um espaco topolégico (X, T), um seu sub-espaco
topoladgico é um espaco topolégico (Y,T’) tal que Y C X e que

T ={ANY|A€T}.

Mostra-se facilmente que esta definicdo faz sentido, i. e. que nas
condicoes da definicdo T’ é efectivamente uma topologia.

Sendo assim, se X é um espaco topoldgico e se Y é um sub-espaco
topoldgico de X, um conjunto A C Y é um aberto de Y se e s6 se for da
forma A’ NY, para algum aberto A’ de X. Como seria de esperar, o
mesmo acontece com os fechados.

Proposicao 2.2.1

Se X é um espaco topologico e se Y é um sub-espaco topoldgico de X, um
conjunto F C Y é um fechado de Y se e sé6 se for da forma F' NY, para
algum fechado F' de X.

Demonstracdo: Se F C Y, seja A =Y \ F. Entéo

F é um fechado de Y <= A é um aberto de Y
<= A = A’NY para algum aberto A’ de X
<= F=(X\A’)NY para algum aberto A’ de X
<= F =F NY para algum fechado F’ de X. [

Exemplo 2.2.4 Considere-se na recta acabada Ra topologia definida
no exemplo Entao, uma vez que R C ﬁ, R pode ser visto como
um sub-espaco topoldgico de RR. Seja T a topologia usual em R e seja T’
a topologia de R enquanto sub-espaco de R. Que relacdo ha entre T
e T7'? Acontece que T = T’ pois:
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— se A € T entéo, pela definicédo da topologia de R, A 6 um aberto
de R, peloque A(=ANR) € T’

— se A € 7/, entdao A = A* N R para algum aberto A* de ﬁ, 0 que
implica, pela maneira como foi definida a topologia de R, que
A(=A*NR) eT.

2.2.2 Vizinhancas

A definicdo de vizinhanca que foi feita na pagina|l3|néo necessita
de qualquer alteracéo no contexto dos espacos topolégicos.

Definicao 2.2.4 Um espaco topoldgico diz-se separado se, para cada
dois pontos distintos x; e x;, existirem vizinhancas V; e V, de x; e x,
respectivamente que nao se intersectam.

Exemplo 2.2.5 Um espaco topolégico metrizavel E é separado, pois
se a topologia de E for proveniente de uma métrica d e x;,x, € E,
entdo B(xy,d(x1,%2)/2) e B(x2,d(x1,%2)/2) séo vizinhancas de x; e x»
respectivamente que nao se intersectam.

Exemplo 2.2.6 Um espaco topolégico grosseiro nao é separado.

Exemplo 2.2.7 O espaco topolégico (R,T), onde T é a topologia defi-
nida no exemplo [2.1.3] ndo é separado, pois se a,b € R e a < b, entao
qualquer aberto que contém b também contém a.

Proposicao 2.2.2
Se E é um espaco topologico e A C E, entdo A é um aberto se e sé se for
vizinhanca de todos os seus pontos.

Demonstragao: Se A for aberto e x € A entéo, pela definicédo de vizi-
nhanca, A é vizinhanca de x. Reciprocamente, se A for uma parte de
E que é vizinhanca de todos os seus pontos, entdo, para cada x € A,
existe algum aberto A, tal que x € A, e A, C A. Logo,

A=Jxc A cA,
XEA XEA

pelo que A = |J, .5 Ax; em particular, A é aberto. [ ]

Definicao 2.2.5 Sejam E um espaco topoldgico, x € E e V um conjunto
de vizinhancas de x. Diz-se que V é um sistema fundamental de vi-

zinhancas de x se qualquer vizinhanca de x contiver algum elemento
de V.



2.2 Generalidades 75

Exemplo 2.2.8 Num espaco métrico E, se x € E entdo o conjunto
{B(x,)|reR: }

é um sistema fundamental de vizinhancas de x. Alias, se V for uma
vizinhanca de x, entdo V contém alguma bola da forma B(x,1/n) (n €
IN), pelo que { B(0,1/n) | n € IN} também é um sistema fundamental de
vizinhancas de x. Repare-se que este conjunto é numeravel.

Definicao 2.2.6 Diz-se que um espaco topolégico é 1-numerdvel se
cada ponto de E tiver um sistema fundamental de vizinhancas nume-
ravel.

A observacao feita antes desta definicao demonstra o seguinte re-
sultado:

Proposicao 2.2.3
Qualquer espaco topologico metrizavel é 1-numeradvel.

Exemplo 2.2.9 Um exemplo de espaco topolégico nao 1-numeravel é
dado por R munido da topologia T¢;,, formada pelo conjunto vazio e
pelas partes A de R tais que A° é finito, que se designa por «topologia
dos complementares finitos». De facto, se (V,,)necn for uma sucessao
de vizinhancas de um ponto x entédo cada V,, contém um aberto A, tal

que x € A, pelo que At é finito e, por maioria de razéo, V..’ também

é finito. Logo
C
neN nelN

é numeravel; em particular é distinto de R \ {x}. Entao existe algum
numero real a distinto de x que pertence a interseccao de todos os V,,,
pelo que R \ {a} é uma vizinhanca de x em (R, J¢;,,) que nédo contém
nenhum V,,.

Definicao 2.2.7 Seja E um espaco topolégico. Se x € E, diz-se que x
é um ponto isolado de E se {x} for vizinhanca de x. Diz-se que E é um
espaco topologico perfeito se nao tiver pontos isolados.

Exemplo 2.2.10 Qualquer espaco topolégico grosseiro E é perfeito,
uma vez que o unico aberto ndo vazio de E é o préprio E e, consequente-
mente, a Unica vizinhanca de qualquer ponto é o espaco todo.
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Exemplo 2.2.11 Um espaco topoldgico discreto E nao é perfeito. De
facto, se x € E, entao {x} é um aberto, pelo que é uma vizinhanca de x.

Exemplo 2.2.12 O conjunto de Canto C é perfeito. Para o demons-
trar, tome-se x € C. Sejam ay = 0 e by = 1; por outras palavras, a,
(respectivamente by) € o infimo (resp. supremo) do intervalo I, = [0, 1].
O conjunto I; é a reunido de dois intervalos disjuntos com o mesmo
comprimento, um dos quais contém x; sejam a; e by o infimo e o su-
premo desse intervalo respectivamente e observe-se que b; — a; < 1/2.
O conjunto I, é a reunido de quatro intervalos disjuntos com o mesmo
comprimento, um dos quais contém x; sejam a; e b, o infimo e o su-
premo desse intervalo respectivamente e observe-se que b, — a; < 1/4.
Prosseguindo deste modo, obtém-se duas sucessdes (an)nez, € (bn)nez,
de elementos do conjunto de Canto tais que

1. (WneZ,):x € [an,bnl;
2. (WneZ,):0<b,—a, <2 ™.

*

Logo, ambas as sucessdes convergem para x. Se ¢ € RY, entédo o
intervalo |x — ¢,x + ¢[ contém algum a,, e algum b,,. Como ndo podem
ser ambos iguais a x, esta provado que qualquer vizinhanca de x contém
algum ponto de C distinto de x.

Por definicdo, os abertos de um espaco topolégico (E,T) sdo os ele-
mentos da topologia J. Posto de um modo mais vago, definir uma
topologia 7 num conjunto E consiste em fornecer uma familia de sub-
-conjuntos de E e dizer que estes é que sdo as partes abertas de E.
Naturalmente, a familia em questao tem que satisfazer certas condi-
cdes, que sdo aquelas que surgem na|definicao de topologial Também
se poderia definir uma topologia em E dando a familia dos fechados
de E, que teria que satisfazer uma lista de condi¢ées analogas. Vai-se
ver agora uma terceira possibilidade, nomeadamente como definir uma
topologia a partir das vizinhancas de cada ponto.

Qualquer ponto x de um espaco topolégico E tem, pelo menos, uma
vizinhanca, que € o préprio E. Além disso,

— o ponto x pertence a cada uma das suas vizinhancas;

2Este conjunto foi definido na pagina Conforme foi ai referido, a expresséao
«conjunto de Cantor» designa o conjunto C;,3, embora a demonstracéo de que é
perfeito se aplique a qualquer Cg.

3Resulta da definicdo do conjunto de Cantor que este contém os extremos de cada
um dos 2™ intervalos que constituem I, paracadan € Z,.
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— qualquer parte de E que contenha uma vizinhanca de x também
é uma vizinhanca de x;

— aintersec¢ao de duas vizinhancas de x também é uma vizinhanca
de x;

— qualquer vizinhanca V de x contém alguma vizinhanca W de x
tal que V é vizinhanca de todos os pontos de W.

Para justificar esta dltima afirmacao, veja-se que, por definicéo, se V é
vizinhanca de x, entao existe algum aberto A talquex € Aeque A C V,
pelo que A é vizinhanca de x e V é vizinhanca de todos os pontos de A.

Teorema 2.2.1
Seja E um conjunto e seja, para cada x € E, V, um conjunto ndo vazio
de partes de E. Suponha-se que, para cada x € E e cada V € V,, se tem:

1. xeV;

2. VWWePE):VCW=WeV,;
3. (VWWeV,):VNWeV,;,

4. (AW eV, )(YyeW): VeV,

Entao é possivel definir uma e uma sé topologia T em E tal que, para cada
x € E, o conjunto das vizinhancas de x em (E,T) seja V,, nomeadamente

T={ACE|(VWxeA):AcV, }. (2.2)

Demonstracédo: Resulta imediatamente da proposicao que (2.2) é
a unica definicao possivel para 7. Vejamos que T € efectivamente uma
topologia.

— E trivial que § € 7.

— Se x € E, entao V, tem algum elemento V (pois, por hipétese,
V. # 1) e, portanto, resulta da segunda condi¢do do enunciado
que E € V,. Como isto tem lugar paracadax € E, E € 7.

— Se A1, A, € T, entao, pela terceira condi¢do do enunciado,
(Vxe ATNA):ATNA eV,

ouseja, AiNA, eT.
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— Seja (Aj)ic; uma familia de elementos de T. Para cada x € | J;; As,
x € A; para algum i € [ e, portanto, A; € V,. Logo, pela terceira
condicdo do enunciado, | J;.; Ai € Vi e, como isto tem lugar para
cadaic I, A1 €7,

iel

Se x € E e se V for uma vizinhanca de x em (E,7), entdo existe
algum A € T tal que x € A e que A C V. Entao, pela definicao de T,
A €V, eresulta entdo da segunda condicdo do enunciado que V € V,.

Para terminar a demonstracéo s6 falta ver que, reciprocamente,
se x € E, entdo qualquer V € V, é vizinhanca de x em (E, 7). Seja
A ={yeE|VeV,}. Entdo, pela primeira condicdo do enunciado,
A CVe,comoV eV, xec A. Vai-se ver que A € T, o que provara que
V é vizinhanca de x. Seja p € A. Pela quarta condicdo do enunciado,
existe algum W € V,, tal que, para cadaw € W, V € V,,. Mas, pela
definicdo de A,V € V,, <= w € A. Logo, W C A e a segunda condicao
do enunciado, juntamente com o facto de se ter W € V,,, mostra que
A € V,. Como isto tem lugar paracadap € A, A € 7. [ ]

Exemplo 2.2.13 Para cada x € R, seja
V. ={VCR|(Jae€]x,+ool) :] —oo,alC V}.

Nenhum destes conjuntos é vazio, pois R pertence a qualquer um deles.
Vejamos que estdo reunidas as condi¢ées do teorema anterior. Seja
V € V. Por definicdo de V,, V contém algum intervalo | — oo, a[ com
a > x.

1. Tem-se x €] — 0o, a[C A.
2. SeVC W CR,entao] — oco,al[C W, pelo que W € V,.

3. Se W € V,, entao W contém algum intervalo | — 0o, a’[ com a’ > x.
Logo, x € |—oo, min{a, a’}| e ] —co, min{a, a’}[ C V N'W, pelo que
VAWev,.

4. Resulta da definicdo de V, que ] — oo, ale V.. Sey €] — oo, al,
entéo, visto que a >y e que ] — oo, a[C] —oo,al, V € V.

Existe entdo uma e uma s6 topologia em R tal que, para cada x € R, o
conjunto das vizinhancas de x é V,, que é a topologia é formada pelas
partes A de R tais que

(Vx € A)(Jy €lx, +ool) ] — o0, y[C A.
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Verifica-se facilmente que esta topologia é formada pelo conjunto vazio
e pelas reunides de intervalos do tipo ] — 0o, al (a € R). Como a reunido
de intervalos deste tipo ou é R ou € outra vez um intervalo deste tipo,
a topologia em questéo é a topologia T do exemplo

2.2.3 Funcoées continuas

A proposicao mostra que, num espaco métrico, a condicéo «f é
continua em a» pode ser reformulada em termos de vizinhancas.

Definicao 2.2.8 Sejam E; e E; espacos topolégicos e a € E;. Diz-se que
uma funcéo f: E; — E, é continua em a se, para cada vizinhanca V
de f(a), f~'(V) for uma vizinhanca de a. Caso contrério, diz-se que f é
descontinua em a.

Proposicao 2.2.4
Sejam E; e E; espacos topologicos. Se x for um ponto isolado de Eq,
entdo qualquer funcao f: E; — E, € continua em x.

Demonstracio: Se V for uma vizinhanca de f(x), entdo f~'(V) D {x}.
Como {x} é uma vizinhanca de x, f~' (V) também o é. [ ]

Quanto a noc¢éo de funcéo continua, ja se sabe, pela proposicio
que pode ser reformulada em termos de abertos e fechados.

Definicao 2.2.9 Sejam E; e E, espacos topolégicos. Diz-se que f é
continua se, para cada aberto A de E,, f~'(A) for um aberto de E;.
Caso contrario, diz-se que f é descontinua.

Exemplo 2.2.14 Se E; e E, forem espacos topolégicos, sendo E; um
espaco topolégico discreto, qualquer funcéo de E; em E, é continua.

Exemplo 2.2.15 Considere-se em R a topologia T definida no exem-
plo Seja X C R e considere-se em X a topologia usual. Se f é uma
funcdo de X em R e se a € X, entéo afirmar que f é continua em a é
o mesmo que afirmar que, para cada vizinhanca V de f(a), f~1(V) é
uma vizinhanca de a. Mas, relativamente a topologia 7, um conjunto V
é vizinhanca de f(a) se e s6 se V contém algum intervalo da forma
] — 0o, b[ onde b é um numero real maior do que f(a), ou seja, se V
contém algum intervalo da forma | — oo, f(a) + e[ com ¢ € R* . Por outro

lado, afirmar que f~' (V) é uma vizinhanca de a é o mesmo que afirmar
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que f~'(V) contém algum intervalo da forma Ja — §, a + 5[, para algum
5 € R%. Logo, f é continua em a se e s6 se

(Ve e R%)(35 € RY) Ja—8,a+ 8[C ' (]—oo, f(a) + €]),
ou seja, se e s0 se
(Ve e RU)(Fb e RY) 1 [x —al < 6 = f(x) < fla) +¢,
como tinha sido afirmado no exemplo |2.1.3

Ao contrario do que se passa com os espacos métricos, onde é verdade
por defini¢ao que uma funcéo é continua se e s6 se for continua em todos
os pontos, no contexto dos espacos topolégicos este resultado necessita
de uma demonstracao.

Teorema 2.2.2
Sejam E; e E; espacos topologicos. Dada uma funcdo f: £ — E,, sdo
entdo condicoes equivalentes:

1. a funcdo f é continua em todos os pontos;
2. a funcdo f é continua;

3. se F for um fechado de E,, entdo f~' (F) é um fechado de E;.

Demonstracdo: Basta que se mostre que as duas primeiras condigoes
sdo equivalentes. Que as duas ultimas também o sdo ja foi visto no
decorrer da demonstracao da proposi¢éo

Suponha-se entao que f é continua em todos os pontos. Se A for
um aberto de E,, quer-se mostrar que f~'(A) é um aberto de E;. Se
x € f~1(A), entdo f(x) € A e, como A é aberto, é uma vizinhanca de f(x).
Logo, uma vez que f é continua em x, f~'(A) é vizinhanca de x. Decorre
entao da proposicao que f~'(A) é um aberto, pois é vizinhanca de
todos os seus pontos.

Reciprocamente, se f for continua, se x € E; e se V é uma vizinhanca
de f(x), quer-se mostrar que f~'(V) é uma vizinhanca de x. Para tal,
basta ver que V contém, por definicdo, algum aberto A tal que f(x) € A.
Entdox € f~'(A) C f'(V). Como f é continua, f~'(A) é um aberto de
E1, pelo que f~'(V) é uma vizinhanca de x. [ ]

4Este é o motivo pelo qual ao demonstrar-se a proposicéo se optou por
demonstrar separadamente as duas equivaléncias.
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Proposicao 2.2.5
Sejam (E1,77), (E1,7T2) e (E3, T3) espacos topologicos, f uma funcdo de E4
em E; e g uma funcdo de £, em Es.

1. Se a € E; for tal que f € continua em a e que g é continua em f(a),
entdo g o f é continua em a.

2. Se f e g forem continuas, entdo g o f é continua.

Demonstracdo: Dado um a € E; que satisfaca as condicoes da primeira
alinea do enunciado, se V for uma vizinhanca de g(f(a))(= (go f)(a)),
entdo g~ '(V) é uma vizinhanca de f(a) (porque g é continua em f(a)) e
entdo f~' (g7'(V)) é uma vizinhanca de a (porque f é continua em a).
Mas

(gof) (V) =1"(g7"(V)).

A segunda alinea pode ser demonstrada de maneira analoga. Al-
ternativamente, pode-se recorrer a primeira alinea e ao facto de fe g
serem continuas se e s6 se cada uma delas for continua em todos os
pontos dos respectivos dominios. [ ]

Definicao 2.2.10 Diz-se que uma funcéo f: (E;,T;) — (E,T>) entre
espacos topolégicos é um homeomorfismo se for uma bijeccao continua
e se a inversa também for continua.

Exemplo 2.2.16 Por exemplo, considere-se em R a topologia T definida
no exemplo [2.1.3 e a topologia T* definida de maneira analoga mas
considerando agora os intervalos da forma ]a, +oo[. Verifica-se entao
facilmente que
(R,7) — (R,T7)
X ~ —X

é um homeomorfismo de (R,7) em (R, 7).

Considere-se agora a seguinte situacédo: X é um conjunto, Y é um
espaco topoldgico e f é uma funcéo de X em Y. Existe alguma topologia
em X relativamente a qual f seja continua? A resposta é afirmativa,;
basta considerar em X a topologia discreta. Naturalmente, ha muitos
casos em que uma topologia menos fina do que a discreta é suficiente
para que f seja continua. De facto, qualquer topologia que contenha o
conjunto{f~'(A) | A aberto de Y} basta para tornar f continua. Mostra-
-se facilmente que o conjunto anterior é uma topologia em X, que é
necessariamente a topologia menos fina que se pode definir em X que
torna continua a funcao f.
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Definicao 2.2.11 Se X é um conjunto, (Y,7J) é um espaco topolégico
e f é uma funcao de X em Y, designa-se por topologia inicial em X
relativamente a funcéo f a topologia {f""(A) | A € T1.

Observe-se que se E é um espaco topolégico e F é um sub-espaco to-
polégico de E, entdo a topologia de F é a topologia inicial relativamente
ainclusaoi: F — E.

Exemplo 2.2.17 Considere-se, por exemplo, a funcdo f de R na circun-
feréncia unitaria S’ assim definida (veja-se affigura 2.1): se x € R, entéo

(0,1

Figura 2.1: Construcéo de uma funcdode R em S'.

a semi-recta com origem em (0, 1) que passa por (x,0) intersecta S' em
dois pontos distintos, um dos quais é (0, 1); seja f(x) o outro ponto. A
funcao f é injectiva e a sua imagem é S’ \ {(0, 1)}, podendo entdo ser
prolongada a uma e uma s6 bijeccao (que também vai ser representada
por f) do conjunto R ©RrRU {c0} em S'. Considere-se em R a topolo-
gia inicial T relativamente a f. Verifica-se facilmente que o espaco
topolégico (R, T) é metrizavel; basta considerar a métrica

RxR —

de
(%, y)

>

Ry

|f(x) = f(y)]|-

Um calculo simples mostra que a expressao analitica da funcéao f é

2x

f(X) — <ﬁ’ X241

0, 1)

x2—1

) sex € R

Se X = oQ.
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Uma observacao importante relativa a este método de definir métri-
cas em conjuntos, i. e. partir de uma bijeccéo f de um conjunto X num es-
paco métrico Y e definir uma métrica d; em X por d¢(x,y) = d(f (x), f (y)),
é a seguinte: a funcéo f € uma isometria do espaco métrico (X, ds) no
espaco métrico (Y, d). Em particular, deduz-se da proposicao que
(R, d¢) é um espago métrico completo.

Proposicao 2.2.6
Sejam X um conjunto, Y e Z espacos topologicos, f uma funcdo de X em

Y e g uma funcdo de Z em X. Se se considerar em X a topologia inicial
relativamente a funcdo f, sdo condicoes equivalentes:

1. a funcdo g € continua;
2. a funcao f o g é continua.

Demonstracéo: Visto que f é continua, é claro que se g for continua
entéo f o g também é continua. Reciprocamente, suponha-se que fo g é
continua. Se A for um aberto de X, quer-se entdo provar que g~ ' (A)
é um aberto de Z. Afirmar que A é um aberto de X é o mesmo que
afirmar que A = f~'(A’) para algum aberto A’ de Y. Logo

g '(A)=g ' (fT'(A)) =(fog) (A,
que é um aberto de Z. ]

Exemplo 2.2.18 Considere-se a funcéo

e: R — R
tan(x) sex ¢ 5 +nZ
X o~
00 caso contrario.

Vejamos que ¢ é continua se se considerar em R a topologia do exem-
plo (e em R a topologia usual). Pela proposic¢do anterior, ¢ é
continua se e s6 se f o ¢ for uma funcio continua de R em S'. Mas,
para cada x € R,

< 2tan(x) tanz(x)f1) se x ¢ 72—T—|—7'[Z

f((p(x)) _ tan?(x)+1? tan?(x)+1
(0,1) sex € 5+ nZ
| (sen(2x),—cos(2x)) sex ¢ 5 +7Z
_{(0,1) sex € 5+ nZ

= (sen(2x), —cos(2x)),

pelo que f o @ é obviamente continua.
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Naturalmente, se se considerar agora um espaco topolégico X, um
conjunto Y e uma funcéo f: X — Y, levanta-se a questao analoga de
saber qual é a topologia mais fina que torna continua a funcao f. Cla-
ramente, trata-se daquela que surge na préxima definicio.

Definicao 2.2.12 Se (X,7) é um espaco topolégico, Y é um conjunto
e f é uma funcio de X em Y, designa-se por topologia final em Y relati-
vamente a funcéo f a topologia {A C Y| '(A) € T}.

Seja P»>(R) o conjunto das rectas de R> que passam pela origem.
Considere-se a funcéo : R3 \ {0} — P»(R) que envia cada p € R3 \ {0}
na recta que passa por p e por 0. Entdo pode-se considerar em P,(R)
a topologia final T relativamente a . O espaco topolégico (P>(R),T)
designa-se por «plano projectivo».

Pode-se mostrar, de modo analogo ao que foi feito para a proposi-
cao0[2.2.6| que é valido o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.7

Sejam Y um conjunto, X e Z espacos topologicos, f uma funcdo de X em
Y e g uma fungdo de Y em Z. Se se considerar em Y a topologia final
relativamente a funcao f, sdo condicoes equivalentes:

1. a funcgdo g € continua;
2. a funcdo g o f é continua.

Exemplo 2.2.19 Por exemplo, seja f: P,(R) — R a funcéo assim defi-
nida: se T é a recta de R> que passa pela origem e pelo ponto (x,y,z) #
(0,0,0), entao
Xy +yz + zx
flr) = 22—
M) =3 +y* +2?

Esta funcao esta bem definida, i. e. f(r) depende unicamente da recta
T e ndo do ponto (x,y,z) escolhido, pois se (a, b, c) for outro ponto de
r\{(0,0,0)}, entédo (a,b,c) = A(x,y, z) para algum A € R \ {0} pelo que

ab+bc+ca  AM(xy+yz+zx)  xy—+yz+zx
a2_|_b2_|_02 o )\Z(XZ +UZ+Z2) o XZ _|_-y2_|_Z2

A funcéo f é entdo uma funcéo continua, pois f o 7t é a funcéo

R3\{0} — R
Xy +yz +zx
W e
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2.2.4 Aderéncia e interior

Foi definida na pagina [15|a nocdo de aderéncia e de interior num
espaco métrico e é claro que se pode adoptar a mesma definicdo no
contexto dos espacos topolégicos. A proposicéo e o corolario[1.3.1]
continuam validos no contexto dos espacos topolégicos, pois as suas
demonstracées ndo empregaram nada especifico de espacos métricos.
Observe-se que, tal como no caso dos espacos métricos, a relacao
(vista na pagina|15) é valida nos espacos topolégicos. Logo, qualquer
resultado relativo a aderéncias pode, passando aos complementares, ser
transformando num resultado relativo a interiores e reciprocamente.

Proposicao 2.2.8
Seja E um espaco topologico. Entao

1. se ACE,ACACA;

2. E=Eel=0;

3. seACE,entdof‘\:/?‘\ei:K;
C

4. se AABCE entdioAcCBeA CB;

/_/OR o O —e —_— —
5. se AJBC E entdio ANB=ANBeAUB=AUB.

Demonstracédo: Cada alinea desta proposicao contém duas afirmacoes,
das quais sera demonstrada apenas a primeira; a segunda pode deduzir-
-se dai empregando a observacéo que precede o enunciado.

A primeira e a segunda alineas sdo triviais, a terceira resulta de A
ser um aberto e a quarta de que se a € A, entéo A é vizinhanca de a,
pelo que, caso B D A, B também é vizinhanca de a. Quanto a quinta
alinea, basta observar que:

— como A e B sdo abertos, a sua interseccéo também o é, pelo que
o o o o /_/OH
ANBCANB=—ANBCANB;

/_/OR o
— como A N B esta contido em A e em B, A N B esta contido em A e
em B, pelo que esta contido na interseccao. ]

Se f é uma funcéo de um espaco topolégico E; num espaco topolégico
E; e se a € Eq, entdo afirmar que f é continua em a é, posto de uma
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maneira vaga, afirmar que f envia pontos préximos de a em pontos
préoximos de f(a). Isto pode ser formalizado, observando que dizer que
que um conjunto X C E; contém pontos tdo préoximos de a quanto se
queira é afirmar que qualquer vizinhanca de a intersecta X, i. e. que
ae X

Proposicao 2.2.9
Sejam E; e E;, espacos topologicos, f uma funcdo de By em E; e a € Ey.
Sdao entdo condicoes equivalentes:

1. a funcdo f é continua em a;

2. se X C E; for tal que a € X, entdo f(a) € f(X).

Demonstracdo: Se f for continua em a e se X C E; for tal que a € X,
quer-se mostrar que f(a) € f(X). Seja V uma vizinhanca de f(a). Entéo
f~1(V) é uma vizinhanca de a, pelo que existe algum x € f~'(V) N X.
Mas entéo f(x) € V N f(X), pelo que este tltimo conjunto néo é vazio.
Como isto tem lugar para cada vizinhanca de f(a), f(a) € f(X).
Suponha-se agora que a segunda condicdo do enunciado se verifica.
Quer-se provar que f é continua em a. Seja entao V uma vizinhanca
de f(a); quer-se provar que f~' (V) é uma vizinhanca de a. Visto que V

é vizinhanca de f(a), f(a) ¢ VL. Logo, a ¢ (VE), pois

aef(V8) = f(a) € f(f (VE)) c VL.

Mas
ag¢ f 1 (V) < ag¢gf (V)
—
= acf (V)L
/_/OH
<~ a e f (V) (por (L)),
ou seja, (V) é uma vizinhanca de a. [ ]

Corolario 2.2.1
Sejam E; e E, espacos topoldgicos e f uma funcdo de E; em E,. Sdo
entdo condicoes equivalentes:

1. a funcgdo f € continua;

2. se X C Ey, entdo f (X) C f(X).
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Demonstracéo: Pela proposicdo anterior, f é continua se e s6 se

(Va € E1)(VX CEj):ae X = f(a) € f(X).

Trocando estes dois quantificadores obtém-se a segunda condicao do
enunciado. [ ]

Definicao 2.2.13 Se E é um espaco topoldgico e X C E, d_esigna-se por
fronteira de X e representa-se por Fr(X) o conjunto X N XC.

Ha trés consequéncias imediatas desta definicao:

1. o conjunto Fr(X) é fechado, pois €, por definicio, a interseccao de
dois fechados;

2. Fr(X) = Fr(X%);
3. r_esuolta da relacao (1.6) que Fr(X) também se poderia definir por
X\ X.
Exemplo 2.2.20 Em R? a fronteira de um disco aberto B(a,1) é a cir-
cunferéncia

S(a, 1) & {xeR?*||x—a|=1}.

De facto, se x € S(a,r) ese t € R, (veja-se alfigura 2.2), entao
Ix—(a+tx—a)) | =11—tl[[x—al| =1 —tlr,

pelo que, fixado ¢ € R, tem-se que a + t(x — a) € B(x,¢) se e s6

Figura 2.2: Fronteira de um disco aberto.

set €]l —¢/r,1+ ¢/r[. Mas entdo B(x,¢) intersecta B(a,r) (pois x +
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t(a —x) € B(a,7) N B(x,¢) se t €]1 — /e, 1]) e intersecta B(a, )¢ (pois
o préprio x pertence a ambos os conjuntos). Esta entao provado que
S(a,r) C Fr(B(a,r)). Reciprocamente, se x ¢ S(a,r) entdo x € B(a,r)
oux € B'(a,r)t. Mas se x € B(a,r) entéo, como B(a,r) é aberto e néo

intersecta B(a,1)%, x ¢ B(a,r)t. Analogamente, se x € B’(a,1)¢ entéo
x ¢ B(a,r). Consequentemente, x ¢ Fr(B(a,r)).

Nao se deve pensar que, em qualquer espaco métrico, a fronteira de
uma bola aberta B(a,r) seja {x € E | d(x,a) = r}. Basta ver que, num
espaco métrico discreto E, a fronteira de qualquer conjunto é vazia,
mas se a € E,entdo{x € E|d(x,a) =1} =E\{a}.

Tal como no caso das definicoes de aderéncia e de interior, a definicdo
de conjunto denso, que foi feita na pagina|l9, nao necessita de qualquer
alteracéo no contexto dos espacos topolégicos.

Exemplo 2.2.21 Vai-se mostrar que a funcéo

f: RZ — Pz(R)
(Xay) ~ 71(x,y,1),

onde P,(R) e 7t foram definidos na pagina |84| (veja-se a figura 2.3| para
visualizar a funcéo f), tem imagem densa. Para tal, sejam p € P,(R) e

V uma vizinhanca de p; quer-se mostrar que V contém algum ponto da
imagem de f. Sabe-se que p é da forma 7t(x,y,z) e que V contém algum
aberto A tal que p € A. Dizer que A é aberto é o mesmo que dizer que
- '(A) é um aberto de R*. Como (x,y,z) € 7w '(A) e este conjunto é
aberto, 7 '(A) contém algum elemento da forma (x,y,z’) com z’ # 0.
Logo, nt(x,y,z’) € A, ou seja, f(x/z',y/z') € A C V.

Definicao 2.2.14 Diz-se que um espaco topoldgico é separdvel se pos-
suir algum sub-conjunto numeravel e denso.

Exemplo 2.2.22 Por exemplo, R € separavel relativamente a topologia
usual pois Q é um sub-conjunto numeravel e denso. No entanto, R
nédo é separavel relativamente a topologia discreta, pois a aderéncia de
quelquer sub-conjunto (numeravel ou nao) é o préprio conjunto.

2.2.5 Sucessoes

A nocao de sucessdo convergente pode ser reformulada em termos
de vizinhancas. De facto, vé-se facilmente que se E é um espaco métrico,
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f f(x,y)

()

Figura 2.3: Funcéo f do plano no plano projectivo. A imagem
torna claro que f € injectiva e que a sua imagem é formada por
todas as rectas néo horizontais de R> que passam pela origem.

l € E e (xn)new € uma sucessio de elementos de E, entdo | é limite da
sucessao (xn)new Se e s6 se para cada vizinhanca V de x existir p € Z
talquen>p = x, € V.

Definicao 2.2.15 Sejam E um espaco topolégico e (x,,)nen uma suces-
sdo de elementos de E. Diz-se que a sucessio é convergente se, para
algum | € E, se tiver, para cada vizinhanca V de 1,

(FpeN)(VneN):n>p=x, €V,
diz-se entdo que 1 é limite da sucessao (x. )ncn € representa-se

1 = lim x,,.
neN n

Se (xn )new nao for convergente diz-se que é divergente.

Exemplo 2.2.23 Em qualquer espaco topolégico as sucessoes quase-
-constantes sao convergentes.

Exemplo 2.2.24 Considere-se em R a topologia T definida no exem-
plo Se (xn)newn for uma sucessao convergente de elementos de
(E,T) e se 1 for limite da sucessio, entao qualquer nimero 1’ menor
do que 1 também é limite da sucesséo, pois qualquer vizinhanca de 1
contém um aberto que contém 1, pelo que também contém 1’.
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Exemplo 2.2.25 Considere-se em R a topologia T definida no exem-
plo Afirmar que (x,)ncn € uma sucessao real convergente para
+00 € 0 mesmo que afirmar que qualquer vizinhanca V de +o0o contém
0s x, com n suficientemente grande. Mas afirmar que V é vizinhanca
de +00 é 0 mesmo que afirmar que contém um aberto que contém +oo,
ou seja, € o mesmo que afirmar que, para algum a € R, ]a,+oo] C V.
Logo, (Xn)nen converge para +oo em (R, T) se e s6 se

(VaeR)FpeN)(vnelN):n>p= x> q,

i. e. se e 80 se (X, )nen tem limite +oo, tal como este limite é definido
nos cursos de Analise Real. Analogamente, (x,.)ncn converge para —oo
em (Iﬁ, ‘I) se e s0 se tem limite —oco. Finalmente, verifica-se facilmente
que, para uma sucessiao real (x,)nen € para um numero real x, x é
limite da sucessao (x,)nenw €m R relativamente a topologia usual se e
s6 se 0 mesmo ocorrer relativamente a topologia 7.

Como se pode ver pelo exemplo nio é verdade que num espa-
co topoldgico E qualquer sucesséo convergente tem um e um s6 limite,
embora este resultado permaneca valido se se supuser que E é separado.
De facto, se 1 € E for limite de uma sucessao (x,)nen € se U/ € E\ {l},
entao existem vizinhancas Ve V' de 1l e de I’ respectivamente que néao
se intersectam. Por definicdo de sucessdo convergente, tem-se x, € V
para n suficientemente grande, pelo que s6 se pode ter x,, € V' num
numero finito de casos. Logo, 1’ ndo é limite de (x,)ncn. Mas continua
a ser verdade que se uma sucessao de elementos de um espaco topolé-
gico converge e se 1 é limite da sucessao, entdo 1 também é limite de
qualquer sub-sucessio da sucessao dada.

Quanto as proposi¢oes e e ao corolario [1.4.1] nenhum
destes resultados é valido em geral em espacos topolégicos, embora se-
jam validos em espacos topolégicos 1-numeraveis. Na demonstracio da
préxima proposicéo serd visto como se usa esta hipétese. E necessario
comecar por introduzir um novo conceito.

Definicao 2.2.16 Sejam E um espaco topolégico e (x,,)nen uma suces-
sao de elementos de E. Para cadan € N, seja F, = {x,, | m>n}. Se
x € E, diz-se que x é um ponto aderente de (X, )new S€

x € () Fn.

Naturalmente, uma sucessio pode nao ter pontos aderentes; é o
caso, por exemplo, da sucessao (n),cn, encarada como sucessao de R
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munido da topologia usual. Por outro lado, é claro que se 1 for limite
de uma sucessao, entdo 1 é ponto aderente dessa sucessao.

Proposicao 2.2.10

Seja E um espaco topologico 1-numeravel e seja (X, )nen Uma sucessao de
elementos de E. Entdo os pontos aderentes de (xn)nen S@0 0s elementos
de E que sdo limite de alguma sub-sucessdo da sucessao (xn)nen.

Demonstracao: Se x for limite de alguma sub-sucessao (x,, Jxen da
sucessao (xn)nen, entdo cada vizinhanca V de x contém todos os x,,,
com k > p, para algum p € IN. Se n € NN, existe algum k > p tal que
Ny > N e, consequentemente, x,, € V. Logo, x € Fa.

Reciprocamente, se x for ponto aderente da sucessao (x,)necn, seja
(Vi)nen um sistema fundamental de vizinhancas de x. Como V; é
vizinhanga de x e x € Fy, V; contém algum termo x,, da sucessio.
Como V; NV, é vizinhanca de x e x € F,,11, Vi NV, contém algum
termo x,,, da sucessdo comn, > n;. Prosseguindo deste modo, obtém-se
uma sub-sucessao (X, Jxen de (xn)nen tal que

k
(Vk € N) i %n, € [ V-
j=1

Vai-se mostrar que (x,, )xen converge para x. Para tal, fixe-se uma
vizinhanca V de x; quer-se mostrar que existe algum p € N tal que
Xn, € V quando k > p. Visto que (V,,)nen € um sistema fundamental
de vizinhancas de x, existe algum p € IN tal que V,, C V. Logo

k
kzp=xn €[|V;CV,CV.
j=1 n

Como foi observado antes do enunciado da proposicéo, esta demons-
tracao permite ver como se emprega a hipétese da 1-numerabilidade se
se pretender demonstrar as proposicoes e e o corolario
no ambito dos espacos topolégicos 1-numeraveis. Repare-se que aqueles
resultados permanecem em parte validos mesmo sem se supor essa
hipétese.

Exemplo 2.2.26 Se E; e E; sdo espacos topolégicos, a € Eq, (an)nen
é uma sucessao de elementos de E; da qual a é limitee f: E; — E, é
uma funcéo continua em a, entdo f(a) é limite da sucessao (f(a,))nen.
De facto, se V for vizinhanca de f(a), entdo f~' (V) é vizinhanca de a,
pelo que a, € f~'(V) para n suficientemente grande, ou seja, f(a,) € V
para n suficientemente grande.
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2.2.6 Espacos topologicamente completos

Ja se mostrou que um grande nimero de nog¢oes introduzidas no
contexto dos espacos métricos pode ser reformulada em termos da topo-
logia dos espacos métricos e, consequentemente, pode ser adaptada aos
espacos topoldgicos. Diz-se que uma tal nocdo é uma nocéo topoldgica.
Uma noc¢ao que niao possa ser reformulada em termos da topologia é
aquilo que se designa por uma nocéao métrica. Como é que se pode veri-
ficar se uma nocédo é ou nao métrica? Tome-se, por exemplo, a nocéo de
«conjunto limitado». Em Z considerem-se a métrica usual e a métrica
discreta, as quais, como foi visto na pagina sdo equivalentes; por
outras palavras, dao origem a mesma topologia. Observe-se que IN, que
é um sub-conjunto néo limitado de Z relativamente a métrica usual,
é limitado relativamente a métrica discreta. Consequentemente, um
sub-conjunto de um espaco métrico ser ou néo ser limitado nao depende
unicamente da topologia envolvida e, portanto, a nocao de «conjunto
limitado» é uma nocéo métrica.

Analogamente, as nocoes de «sucessdo de Cauchy» e de «espaco
completo» sdo métricas e nao topolégicas. Para o demonstrar, consi-
derem-se em | — 1, 1[ a métrica usual (representada pela letra d) e a
métrica

d: |—-1L1[x]—-1,1 — R,

X Y

‘1 —Ix] 1—|y|"

(%, y)

A topologia de (] — 1,1[,d’) é a usual, pois a funcao identidade de
(1—1,1,d) em (] —1,1[,d’) é um homeomorfismo. Mas, conforme foi
observado na pagina 83|

f: 0—1,1,d) — R
X

X 1— K

é uma isometria, relativamente a métrica usual em R. Logo,

— asucessao (1 —1/n)nen, que é uma sucessao de Cauchy em ] —1, 1]
relativamente a métrica usual, ndo o é uma relativamente a mé-
trica d’, pois se o fosse entéo, pela proposicao|[1.4.7, a sucessao
(f(1—1/n))nen (. e. a sucessdo (n — 1),,cn) seria uma sucessao de
Cauchy de R relativamente a métrica usual;

— relativamente a métrica usual, ] — 1, 1[ ndo é completo, embora o
seja relativamente a métrica d’, como se deduz da existéncia da
isometria f e da proposicao|(1.5.1
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Veja-se agora que se E for um espaco topolégico metrizavel e se se
conseguir mostrar que a sua topologia é proveniente de uma métri-
ca d tal que (E, d) é completo, entédo, pelo teorema de Baire, qualquer
familia de abertos densos de E tem interseccédo densa, pois os conceitos
«conjunto aberto» e «conjunto denso» sdo topolégicos. Isto sugere que
se introduza o seguinte conceito:

Definicao 2.2.17 Um espaco topolégico diz-se topologicamente com-
pleto se a sua topologia for proveniente de alguma métrica d tal que
(E, d) seja um espago métrico completo.

Com esta nocéo, pode-se reformular o teorema de Baire.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Baire)
Num espaco topolégico topologicamente completo qualquer familia nu-
meravel de abertos densos tem interseccdo densa.

Embora possa parecer que tudo o que foi feito foi voltar a enunciar
o teorema de Baire, este resultado é de facto muito mais geral. Para
compreender porqué, considere-se | — 1, 1] munido da topologia usual.
Naturalmente, esta topologia provém da métrica usual e | —1, 1[ munido
desta métrica nao é um espaco métrico completo. No entanto, | — 1,1
munido da topologia usual é topologicamente completo, como foi visto
na pagina ao lado. Logo, satisfaz as condicdes do teorema de Baire.

E mesmo possivel mostrar que R \ Q munido da topologia usual é
topologicamente completo! Basta considerar uma enumeracéo (g, )nen
dos racionais e definir em R \ Q a distancia

E conveniente neste contexto redefinir o conceito de completamento.

1
max max
j<n [x —q;|  i<n ly — gl

d(x,y) = x —yl + ZZ‘“inf{L

n=1

Definicao 2.2.18 Se (E,7) for um espaco topolégico metrizavel, um
completamento de E é um completamento de (E, d), onde d é uma mé-
trica da qual a topologia T seja proveniente.

Se, por exemplo, se considerar R munido da topologia usual é claro
que o préprio conjunto R, munido da métrica usual, é um seu completa-
mento. Mas néo é o tnico! Vao ser vistos trés outros completamentos
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de R. Para cada um deles, vai-se considerar uma funcéo injectiva f
de R num espaco métrico completo (E, d) e considerar em R a métrica

di: RxR —» R,
(xy)  ~  d(f(x),f(y)).

Como foi observado na pagina[83] f é entdo uma isometria de (R, d¢) na
imagem de f. Em cada um dos casos, a métrica d; vai ser equivalente
a usual e f(R) vai ser uma parte nao fechada de E, pelo que, pela
proposicao (R, d¢) nao sera completo. Um completamento de R
sera entdo a aderéncia de f(R) em (E, d).

1. Considere-se o
f: R — R
X X,

com a métrica em_]ﬁ definida na pégina E claro que a aderéncia
de f(R)(=R) em R é R. Entao o completamento de (IR, d¢) é obtido
acrescentando o ponto co a R.

2. Considere-se agora

=

f: R —
X o~

X

’

com a métrica em R definida pela expressao (2.1) (pagina 69). E
claro que a aderéncia de f(R)(= R) em R é R. Entao o comple-
tamento de (R, d¢) é obtido acrescentando os pontos +0co e —oo
a R.

3. Finalmente, se se definir

f: R — R?
x ~ (e sen(e ™))

entdo f(RR) é o conjunto
S={(xy)eR?|x>0ey=sen(1/x) }
(veja-se affigura 2.4), cuja aderéncia, relativamente a topologia

usual em R?, é S U {{0} x [-1,1]}. Logo, este completamento de R
exige que se acrescentem a R uma infinidade de pontos.
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—1

Figura 2.4: Esta figura representa o conjunto S dos pontos
(x,y) € R com x > 0 ey = sen('/x). Nao é dificil mostrar
que o conjunto S\ S é formado pelo segmento de recta que une
(0)_1) a (0»1)

2.3 Produtos de espacos topolégicos

Sejam E; e E, espacos topolégicos e sejam 717 e 71, as projeccoes
de E; x E; em E; e E; respectivamente. Por outras palavras, seja m;
(1 €{1,2}) a funcdo de E; x E; em E; tal que

(V(x1,x2) € By x BE2) s mi(x1,%2) = x4.
Quer-se definir uma topologia em E; x E; tal que
1. as funcoes 77 e 71, sejam continuas;

2. se Z é um espaco topoléogico e se f € uma funcdo de Z em E; x E,,
entdo f é continua se e s6 se 71; o f e 71, o f forem continuas.

No que se refere a esta ultima condicdo, veja-se que é o que ocorre em
Anilise Real: uma funcio f: R — R? é continua se e s6 se cada uma
das suas componentes é continua.

Sejam T7 e 7, as topologias de E; e de E, respectivamente. Para que
a projecdo 7; seja continua é preciso que, se A € T;, m; ' (A) seja um
aberto de E; x E;; posto de outro modo, é preciso que A x E; seja um
aberto de E; x E,. Analogamente, para que a projecao 71, seja continua
é preciso que, dado A € 7, E; x A seja um aberto de E; x E,. Logo, se
uma topologia 7 em E; x E; satisfaz a primeira das duas condicdes atras
enunciadas e se A; e A, sdo abertos de E; e de E; respectivamente, T
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tem de conter A; x E; e E; x A,. Como T é estavel para interseccoes
finitas, tera entdo também de conter A; x A,. Seja

'B:{A1 XA2’A1 ET]GAzeTz}.

Veja-se que B nédo é, em geral, uma topologia; por exemplo, se E; = E; =
R (munido da topologia usual), entdao] — 1, 1[x] —2,2[e] — 2, 2[x] — 1, 1]
pertencem a B, mas niao a sua reunido. No entanto, é claro que a in-
terseccdo de um numero finito de elementos de B é novamente um
elemento de B. Consequentemente, o conjunto T formado pelas reu-
nides de elementos de B é uma topologia da qual B é uma base.

Pela sua construcao, a topologia T satisfaz a primeira das duas
condicdes acima enunciadas. Vai-se ver agora que também satisfaz a
segunda. Sejam entdo Z um espaco topoldgico e f uma funcéo de Z em
E; x E,. E claro que se f for continua entao 71; o f e 71, o f sd0 continuas.
Falta ver que, reciprocamente, se 71 o f e 71, o f sdo continuas entéo f é
continua. Seja A um aberto de E; x E,; quer-se mostrar que f~'(A) é
um aberto de Z. Pela definicdo de T sabe-se que A é da forma

A1 x Az,
jeJ

onde (A7 j)jey e (Az,j)jey sao familias de abertos de E; e de E; respecti-
vamente. Como

f_] (U A1,j X AZ,j) = Uf_1 (A])]’ X AZ,)’)

SIS)] je]

=Jf " ((Ar; x E2) N (Ey x Agy))

j€]

= Uf_1 (A1)5 X Ez) N f_] (E] X Az,j)
j€]

= U(Tﬁ of) 1 (A1;) N (m20f) ' (Az)
j€]

e se esta a supor que 7 o f e 71, o f sdo0 continuas, esta entao provado
que f~'(A) é um aberto de Z.

Exemplo 2.3.1 Vai-se mostrar que a topologia usual de R? é a topolo-
gia T atras definida no caso particular em que E; = E, = R. De facto,
seja T, a topologia usual.
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TJu C T: Se A € T, entédo A é reunido de discos abertos. Mas se (x1,x;) €
R? e r € R* entéo, para cada (y1,y2) € B((x1,x2),7) sabe-se que
(veja-se o exemplo [1.3.2] na pagina [11):

B((Uhyz)ﬂ‘— H(Xl —Yi,X2 _yZ)H) - B((X1,X2),1‘).

Se se designar r — ||(x; —y1,x2 — Y2 )|| por v/, tem-se

.r./ ,r/ .r/ _r/

€|y — —= Y1+ —= | X |y2— =, Y2+ —=

(Y1,Y2) € |ys \/2391 \/Z{ }92 ﬁ)yz 7
C B((y1,y2),7").

Logo, A é reunido de produtos de intervalos abertos de R e, por-
tanto, A € 7.

T C Tu: Se A € Tentéo A éreunido de conjuntos da forma A; x A, onde
Aj e A; sao abertos de R. Mas A; e A, sdo, por sua vez, reunides
de intervalos abertos de R, pelo que A; x A, é reunido de conjuntos
da forma ]Ja;, by[x]ay, ba[. Como estes conjuntos pertencem a T,
A€ T,.

Considere-se agora uma familia (E;);c; de espacos topologicos. Co-
mo é que se pode definir uma topologia em [ [, E; que satisfaca as
condicoes analogas as duas condicdes enunciadas na pagina Poder-
-se-ia pensar que seria a topologia que tem por base os produtos de
abertos dos E;. De facto assim é caso I seja finito, mas no caso geral
é preciso levar em conta que se j € [ e se A é um aberto de E; entéo,
para que a projecgao T : Higl E; — E; seja continua, é preciso que a
topologia de [ [;; Ei contenha [ [;.; A; onde

A sei=j
Ai - J .
E; caso contrario.

Como a topologia de | [, E; vai ter que ser estavel para interseccdes fi-
nitas, entéo basta definir B como sendo o conjunto dos produtos [ [;.; A;
onde cada A; é um aberto de E; e, além disso, tem-se A; = E; excepto
num numero finito de casos.

Definicao 2.3.1 Se (E;)ic; for uma familia de espacos topolégicos, de-
fine-se a topologia produto no conjunto | [;.; E; como sendo a topologia
formada pelas reunides de conjuntos da forma [ [;.; A; onde

1. cada A; é um aberto de E;;



98 Espacos topologicos

2. cada A;, com um nimero finito de excepcoes, é igual a E;.

Proposicao 2.3.1

Sejam (E)ic1 uma familia de espacos topologicos, Z um espaco topolo-
gico e f uma funcgdo de Z em [ [, Ei. Entao f é continua relativamente
a topologia produto se e sé se, para cada i € 1, ; o f for continua.

Esta proposicao nao sera demonstrada pois ndo ha qualquer dife-
renca substancial relativamente ao que feito quanto ao produto de dois
espacos topolégicos.

Proposicao 2.3.2

Sejam (E;)ic1 uma familia de espacos topoldgicos, (xn)new Uma sucessao
de elementos de [ [;c;(Ei)icr e (li)ier um elemento de [ [;., Ei. Entdo
(Li)ic1 € limite de (xn)nen relativamente a topologia produto se e so se,

para cada i € 1, 1; for limite da sucessdo (7(xn)) ., o

Demonstracdo: Como as projecgoes sao continuas, ja se sabe (cf. exem-
plo2.2.26) que se (1;)ic; é limite de (x, )nen entdo, paracadaiel, 1; é
limite da sucessao (71;(Xn))nen-

Suponha-se agora que, para cada i € I, ; é limite da sucesséo
(70 (Xn ) )nen- Se V for uma vizinhanca de (1;);c1, entdo V contém algum
aberto A que contém (1;);c1. Sabe-se, pela definicao da topologia pro-
duto, que existe um conjunto finito F C I tal que A contém um conjunto
da forma [ ;. A; tal que

— (L)ier € HAi;

iel
— seie€l, A; é um aberto de E;;
— seieI\F entdo A; = E;.
Para cada i € F existe algum p; € N tal que
(MnelN):n>p = m(ly) € Ay,

pois A; é uma vizinhanca de 7;(1l,). Logo, se definir p € IN por p =
max{p; |1 € F}, entao

MieD(VneN):n>p= mx,) € Ay,

ou seja
(neN):nzp=x,c[JAicACYV.
icl n



2.4 Espacos conexos 99

Observe-se que esta proposicido permite encurtar a demonstracao
de que R™ é completo (veja-se o exemplo na péagina [33).

Para terminar esta seccéo, vai-se ver como é possivel definir, dado
um conjunto X, uma topologia no conjunto F(X) de todas as funcgoes de X
em C para a qual uma sucesséo (f,,),cn seja pontualmente convergente
para uma funcao f (i. e. tal que, para cada x € X, lim, ¢ f (x) = f(x))
seeséselim,cnfn =1,

Exemplo 2.3.2 Seja X um conjunto e considere-se uma familia (E, ), cx
de espacos topolégicos onde cada E, (x € X) é igual a C (munido da to-
pologia usual). Um elemento de | [, . Ex néo é entdo mais do que uma
funcédo de X em C e a topologia produto é, neste caso, uma topologia
definida no conjunto F(X) das funcées de I em C. A proposicédo ante-
rior afirma que uma sucessao (f, )ncn de funcoes de X em C converge
para uma funcéo f: I — C (relativamente aquela topologia) se e s6
convergir pontualmente para f. Logo, em F(X) munido desta topologia
a convergéncia é o mesmo que convergéncia pontual. Por este motivo,
esta topologia designa-se por «topologia da convergéncia pontual».

Repare-se que a topologia do exemplo anterior nao é metrizavel se X
for um conjunto infinito ndo numeravel, pois | [, .« Ex munido daquela
topologia nem sequer é 1-numeréve1

2.4 Espacos conexos

Vai-se introduzir o conceito de espaco topolégico conexo. A ideia que
esta subjacente é facil de perceber: um espaco topolégico é conexo se
estiver todo num sé6 bocado; caso contrario é desconexo.

Definicao 2.4.1 Seja E um espaco topolégico. Diz-se que E € conexo
se os unicos sub-conjuntos de E simultaneamente abertos e fechados
forem E e (). Caso contrario, diz-se que E é desconexo.

Exemplo 2.4.1 E claro que um espaco topolégico grosseiro é conexo e
que um espaco topolégico discreto com mais do que um ponto é desco-
nexo.

5Mais geralmente, se X for um conjunto infinito ndo numeravel e se, para cada
x € X, Ex tiver algum aberto distinto de () e de E,, entdo [ [, .x Ex néo é 1-numeravel.
Também se pode mostrar que se X for numeravel e se cada E, for metrizavel, entao
[ [xcx Ex é metrizavel.
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Exemplo 2.4.2 Os sub-espacos topoldgicos conexos de R (relativamen-
te a topologia usual) sao os intervalosﬂ De facto, seja I um intervalo
néo vazio de R e seja A C [ uma parte néo vazia de I que seja simul-
taneamente aberta e fechada em I; vai-se mostrar que A = 1. Fixe-se
a € Aesejab € I; quer-se provar que b € A. Vai-se supor que a < b;
0 caso em que a > b é analogo. Seja s = sup A N [a, b]; visto que A é
um fechado de I e [a,b] C I, AN [a,b] é um fechado de [a, b], pelo que
s € ANla,b] e, em particular, s € A. Se se tivesse s < b, entao ter-se-ia
s =inf(I\ A)N[s,b]; como I\ A é um fechado de I, (I\ A) N [s,b] é um
fechado de [s, b], pelo que s € (I\ A)N[s,b] e, em particular,s € I\ A, o
que é absurdo. Logo, s =b e, vistoques € A, b € A.

Reciprocamente, se A C R nao for um intervalo, entéo existem a; e
a; em A e existe algum x € R\ A tais que a; < x < a,. Logo, AN]—oo, x|
é um aberto de A que néo é vazio (pois contém a;) nem igual a A (pois
nao contém a,). Consequentemente, A é desconexo.

E importante observar que a nocéo de «<sub-espaco conexo» é absoluta
e nao relativa.

A fim de demonstrar resultados relativos a espacos topolégicos co-
nexos, é conveniente dispor-se do seguinte resultado:

Lema 2.4.1
Considere-se em {0, 1} a topologia usual. Um espaco topologico E é conexo
se e s6 se nenhuma funcdo continua de E em {0, 1} for sobrejectiva.

Demonstracao: Se existir uma funcao f: E — {0, 1} continua e sobre-
jectiva, entdo o conjunto f~' ({0}) é aberto (pois {0} é um aberto de {0, 1}),
fechado (pois {0} é um fechado de {0, 1}), distinto de E (pois afirmar que
f~1({0}) = E é afirmar que f toma sempre o valor 0) e distinto de 0 (pois
afirmar que f~'({0}) = E é afirmar que f toma sempre o valor 1).

Reciprocamente, se E for desconexo entdo seja A uma parte de E
simultaneamente aberta, fechada, distinta de E e distinta de (). Entao
a funcao

E — {0, 1}

0 sexc A
X %
1 caso contrario

é continua e sobrejectiva. [ ]

6Convém ser-se claro quanto ao significado deste termo. Um intervalo de R é um
conjunto I C R tal que, se a,b,c € R forem tais que a < b < c e que a,c € I, entéo
bel
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Proposicao 2.4.1
Sejam E; e E; espacos topologicos e f: E; — E, uma funcdo continua.
Se E, for conexo, entdo f(E;) é um sub-espaco conexo de E,.

Demonstracao: Se g: f(E;) — {0, 1} for uma funcéo continua, quer-se
mostrar que nao é sobrejectiva. Para tal, basta ver que se g fosse
sobrejectiva entdo g o f também o seria, pelo que E; seria desconexo.m

Veja-se que esta proposicdo é uma generalizacdo do teorema dos
valores intermédios. De facto, este teorema pode ser enunciado do
seguinte modo: se I é um intervalo de R e f: I — R é uma funcao
continua, entao f(I) é um intervalo de R. Mas, pelo exemplo 0s
intervalos de R sdo os sub-espacos conexos de R.

Exemplo 2.4.3 A circunferéncia unitaria S' é conexa pois funcao

R — R?
x ~» (cos(x),sen(x))

é continua e, como R é conexo, a imagem de f (que é S') é conexa.

Proposicao 2.4.2
Sejam E um espaco topologico e B,C C E. Se C for um sub-espaco
topolégico conexo de E e se C C B C C, entdo B é conexo.

Demonstracédo: Para se demonstrar esta proposicao, vai-se aplicar o
corolario ao sub-espaco topolégico B de E e ao conjunto C C B.
Veja-se que, em B, C = B. De facto, se F for um fechado de B que
contém C, entdo F = F* N B para algum fechado F* de E. Mas, uma
vez que F* é um fechado de E e que C ¢ F C F*, C C F*; em particular,
B C F*, pelo que, em B, o tinico fechado que contém C é B, i. e. em B
tem-se C = B.
Se f: B — {0, 1} for continua, entéo, pelo corolario

f(B) =f(C) c f(C). (2.3)

Mas, uma vez que C é conexo, f(C) = {0} ou f(C) = {1}. Em qualquer

dos casos f(C) é um conjunto formado por um tnico ponto. Deduz-se
entéo de (2.3) que f ndo é sobrejectiva. |

Proposicao 2.4.3

Sejam E um espaco topologico e (Cx)acn uma familia de sub-espacos
conexos de E. Se (o1 Ca # 0, entdo |y, Ci € um sub-espaco conexo
de E.
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Demonstracao: Seja f: [Jy.o Cx — {0, 1} uma funcéo continua e seja
a € (aen Ca. Entéo, para cada A € A, f(C)) ={f(a)}, pois C, é conexo.
Como isto acontece para cada A € A,

f <U CA> = {f(a)}.

AEA |

Isto mostra que, por exemplo, o conjunto dos pontos do plano que
se situam em alguma recta que passa pela origem e por algum outro
ponto com ambas as coordenadas inteiras forma um sub-espaco conexo
de R?, pois cada uma daquelas rectas é conexa (por ser homeomorfa
a R) e a origem pertence a interseccao.

Teorema 2.4.1
Seja (Ei)ic1 uma familia de espacos topologicos ndo vazios. Entdo
[ [ic1 Ei € conexo se e s6 se cada E; for conexo.

Demonstracao: Se [[;.; E; for conexo e se j € I, entdo, uma vez que a
projeccdo 7;: [ [;c; Et — E; é continua e sobrejectiva, E; é conexo, pela
proposicao|2.4.1

Reciprocamente, se cada E; for conexo, seja f: [];.; E; — {0, 1} uma
funcao continua. Quer-se mostrar que f é constante. Fixe-se (a;)ic1 €
Hiel Ei.

Para cada j € I, considere-se a funcéo (;: E; — [ [, E; assim de-
finida: se a € Ej, entdo tj(a) = (xi)ic1, onde x; = a e, sei € I\ {j},
xi = a;. Entédo foy: E; — {0,1} é uma funcdo continua. Como E; é
conexo, trata-se de uma funcéo constante e toma entao sempre o valor
f(Lj ((l))) = f((ai)iel). LOgO, se (Xi)iEI diferir de (ai)iel num unico indice
tem-se f((xi)ie1) = f((ai)ier).

Seja D o conjunto dos elementos (xi)ic1 € | [;¢; Ei tais que x; = a;
excepto eventualmente num nimero finito de pontos. A partir do que
foi visto atras pode-se mostrar por inducéo que f|p é constante. Mas D
édensoem | [, E;, pois se (yi)icr € [ [ic; Ei e V é vizinhanca de (y;)icr,
entdo V contém algum aberto da forma [[;.; A; onde cada A; é um
aberto de E; que contém y; e existe algum conjunto finito F C I tal que
A; =E;seiel\F. Mas entdo se definir (x;)ic; por

i seieF
X:L - yl 2z .
a; caso contrario,

entao (Xi)iel eDnN Hiel A;CcDNV.
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Finalmente, como f é continua e f|p é constante, decorre do corola-
rio que fl é constante, ou seja, que f é constante. n

Exemplo 2.4.4 Por exemplo, considere-se o plano projectivo P>(R) e a
funcao
f: R —  Py(R)
(xy) ~  nlxy,1).

Como R? é conexo (pois, conforme foi visto no exemplo|2.3.1} a topologia
usual em RR? coincide com a topologia produto) e a funcio f é continua,
f(R?) é um sub-espaco conexo de P,(RR), pela proposicio Uma vez
que foi visto no exemplo 2.2.21| que f(R?) é uma parte densa de P,(R),
deduz-se da proposicéo[2.4.2/que o plano projectivo é conexo.

No inicio desta seccéo, na pagina[99] foi dito que a ideia subjacente
ao conceito de espaco topolégico conexo é que o espaco esta todo num
s6 bocado. Vai-se agora formalizar o que se entende aqui por «bocado».

Definicao 2.4.2 Se E é um espaco topolégico e x € E, a componente
conexa de x é a reunido de todas as partes conexas de E que contém x.

Exemplo 2.4.5 Num espaco topolégico conexo, a componente conexa
de qualquer ponto é o espaco todo.

Exemplo 2.4.6 Se se considerar em R \ Z a topologia usual, entdo a
componente conexa de 1/2 é o intervalo ]0, 1[. De facto, um sub-espaco
conexo de R \ Z que contenha 1/2 s6 pode ser um intervalo contido em
10, 1[ que contenha 1/2. A reunido de todos estes intervalos € ]0, 1].

Deduz-se da proposicéo que a componente conexa de um ponto
é um conexo e deduz-se da proposicao[2.4.2[que é um fechado.

Definicao 2.4.3 Diz-se que um espaco topolégico E é totalmente desco-
nexo se tiver mais do que um ponto e se a componente conexa de cada
x € E for o conjunto {x}.

Exemplo 2.4.7 Qualquer espaco topolégico discreto com mais do que
um ponto é totalmente desconexo.

Exemplo 2.4.8 Um sub-espaco de R com mais do que um ponto é
totalmente desconexo se e s6 nao contiver intervalos com mais do que
um ponto. Em particular, Q e R \ QQ sdo totalmente desconexos. Além
disso, foi visto na pagina que o conjunto de Cantor nao contém
intervalos com mais do que um ponto, pelo que também é totalmente
desconexo.
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Definicao 2.4.4 Seja E um espaco topoldgico. Designa-se por caminho
(ou arco) uma funcéo continua y: [0,1] — E. Se a =vy(0) ese b =y(1),
diz-se que o caminho y une o ponto a ao ponto b. A imagem de vy
designa-se por traco de y. Diz-se que o espaco topolégico E é conexo por
arcos se, dados dois pontos a,b € E, existir um caminho em E que una
o ponto a ao ponto b.

Exemplo 2.4.9 Qualquer sub-espaco convexo C de um espaco vectorial
normado é conexo por arcos. Se a,b € C, basta considerar o caminho

0,11 — C
t ~ a-+t(b—a).

Por outro lado, observe-se que se E for um espaco topolégico e se se
definir em E a relacéo binaria

def. . .
aCb <= existe um caminhoem E queuneaab
entao C é mesmo uma relacédo de equivaléncia:

reflexividade: se a € E, basta considerar a funcéo f: [0,1] — E que
toma sempre o valor q;

simetria: se f: [0,1] — E é um caminho em E que une um ponto a a
um ponto b, entao

0,11 — E
t ~  f(1—1)
é um caminho em E que une b a q;
transitividade: se f;: [0,1] — E é um caminho em E que une um ponto

a aum ponto b e se f,: [0,1] — E é um caminho em E que une o
ponto b a um ponto c, entéo

0,1] — E

f1(2t) set< 12
t s
f,(2t —1) caso contrario

é um caminho em E que une o ponto a ao ponto c.

Consequentemente, para que um espaco topolégico E seja conexo por
arcos basta que exista um ponto p € E que possa ser unido a qualquer
outro ponto de E por um caminho.

As classes de equivaléncia de C designam-se por componentes cone-
xas por arcos do espaco topolégico E.
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Proposicao 2.4.4
Qualquer espacgo topologico conexo por arcos é conexo.

Demonstracdo: Seja E o espaco topolégico em questao, que se pode
supor néo vazio. Fixe-se p € E e seja, para cada q € E, y4 um caminho
que una o ponto p ao ponto q. Entéo E é a reunido dos tragos de todos
0s Yq, 0S quais sdo conexos, pela proposicio Além disso, o ponto p
pertence ao traco de todos os caminhos v, pelo que E é conexo, pela
proposicdo|2.4.3 [ ]

Foi visto no exemplo que o plano projectivo é conexo. Pode-se
chegar & mesma conclusdo mostrando que R? \ {0} é conexo por ar-
cos e, consequentemente, conexo. Em seguida basta observar que a
funcdo 7t: R3 \ {0} — P,(R) é continua e sobrejectiva e aplicar a propo-
sicdo(2.4.1

2.5 Espacos compactos

2.5.1 Caso geral

Vai-se agora introduzir o conceito de espaco topolégico compacto.
Em grande medida, os espacos topolégicos compactos estdo para os
espacos topolégicos em geral tal como os conjuntos finitos estdao para
os conjuntos em geral. Por exemplo:

— qualquer parte finita de um espaco métrico é limitada e, como
iremos ver na pagina qualquer sub-espago compacto de um
espaco métrico é limitado;

— qualquer parte finita de R tem maximo e minimo e qualquer sub-
-espaco compacto de R (munido da topologia usual) tem maximo e
minimo;

— areunido de um nimero finito de partes finitas de um conjunto X
é uma parte finita de X e a reuniao de um nimero finito de sub-
-espacos compactos de um espaco topolégico E é um sub-espaco
compacto de E.

Esta analogia também se prolonga as funcoes: até certo ponto, os espa-
cos topoldgicos compactos e as funcgdes continuas estéo para os espacos
topolégicos em geral tal como os conjuntos finitos e as funcgées estao
para os conjuntos em geral. Por exemplo, a imagem de um conjunto
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finito por uma funcéo é um conjunto finito e a imagem de um espaco
topolégico compacto por uma funcéo continua é um espaco topolégico
compacto (proposicao . Convém manter em mente que esta analo-
gia tem limites. Por exemplo ndo é verdade que qualquer sub-espaco
de um espaco topolégico compacto seja compacto, embora seja verdade
que qualquer sub-conjunto de um conjunto finito é finito.

Definicao 2.5.1 Seja E um espaco topolégico. Diz-se que uma familia
(Aj)je1 de partes de E é uma cobertura de E se E = |J;.; A;; uma tal
cobertura diz-se aberta (respectivamente finita) se, para cada j € I,
A; for um aberto (resp. se I for finito). As subfamilias de uma cobertura
que sejam coberturas designam-se por sub-coberturas. Diz-se que E é
compacto se qualquer cobertura aberta de E possuir uma sub-cobertura
finita.

Exemplo 2.5.1 Qualquer espaco topoldgico finito E é compacto. Com
efeito, se (A;j)jc1 for uma cobertura aberta de E entéo, para cada x € E,
existe algum j(x) € I tal que x € Aj(y). Logo, (Ajx))xce € uma sub-
-cobertura finita de (A;)jc1.

Exemplo 2.5.2 Um espaco topoldgico discreto E s6 pode ser compacto
se for finito, uma vez que a cobertura aberta {{x} | x € E } ndo possui
nenhuma sub-cobertura além dela prépria.

Exemplo 2.5.3 O espaco topolégico R, munido da topologia usual, ndo
é compacto. Basta ver que a cobertura aberta (] —n,n[), . nfo tem
qualquer sub-cobertura finita.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Heine-Borel)
Se a,b € R com a < b, entdo [a,b], munido da topologia usual, é
compacto.

Demonstracdo: Seja (A;)jc; uma cobertura aberta de [a, b] e seja

S:{xe[a,b]

(IF C 1) : F é finito A [a,x] € | J A }

jeF

Afirmar que [a, b] é compacto é afirmar que b € S. Para se ver que isso
é verdade comece-se por ver que, visto que a € Aj, para algum j € I,
e que Aj é um aberto de [a, b], A; contém algum intervalo [a,x], com
a < x < b e, pela definicédo de S, [a,x[C S. Em particular, S néo é vazio
e, como S é majorado por b, faz sentido considerar o namero s = sup S.
A fim de demonstrar que b € S, vai-se provar que
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1. seSs;
2. b=s.

Para demonstrar que s € S, veja-se que s € A; , para algum j, € L
Seja x € Aj, tal que x < s. Como s = sup S, existe algum y € S tal que

x <y < s. Pela definicédo de S, existem j1,j2,...,jn € I tais que
[a,y] C U A,
k=1

pelo que

la,s] = [a,y]l U ly,s] C (U Ajk) UA;, = J A (2.4)
k=1 k=0

Esta entéo provado que s € S. Finalmente, se se tivesse s < b, entao
poder-se-ia tomar z €]s, b] tal que z € A;;. Mas entéo permane-
ceria valido com s substituido por z, pelo que z € S. Isto é impossivel,
pois z > s = sup S. |

E visto nos cursos de Anélise Real de funcgdes de varias variaveis
(e sera demonstrado mais a frente; veja-se o corolario que um
sub-espaco K de R™ é compacto se e s6 se K for fechado e limitado.
E importante observar que isto néo é verdade em geral em espacos
topolégicos, por trés motivos.

1. Um sub-espaco topolégico K de um espaco topolégico E pode ser
compacto sem que K seja um fechado de E. Por exemplo, se em R se
considerar a topologia grosseira ou a topologia dos complementa-
res finitos (definida no exemplo [2.2.9), entao qualquer sub-espaco
de R é compacto, independentemente de ser ou ndo um fechado
de R.

2. Conforme foi mencionado na pagina a noc¢ao de «conjunto limi-
tado» é métrica e nao topolégica. Consequentemente, o enunciado
s6 faz sentido em espacgos métricos.

3. Mesmo em espacos métricos o enunciado é falso. Basta considerar,
por exemplo, R munido da métrica discreta. Entdo R é uma parte
fechada e limitada daquele espaco, mas nédo é um compacto.
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No entanto, como ja foi mencionado na pagina (105, se um sub-es-
paco K de um espaco métrico (E, d) for compacto, entdo K é um sub-con-
junto limitado de E. Basta ver que, se x € E, entdo {B(x,7)NK|r e R" }
é uma cobertura aberta de E. Logo, existem ry,...,1, € R tais
que E C Up_; B(x,m¢) N E pelo que, se = max{r, |k € {1,2,...,n}},
E C B(x, 7).

Observe-se que a nocéo de «sub-espago compacto» € absoluta e néo
relativa. Por outro lado, se E é um espaco topolégico, K é um sub-espaco
de E e (Aj)jc1 € uma cobertura aberta de E, entdo cada A; é da forma
U; N K onde U; é um aberto de E. Tem-se entéo K C UjEI Uje,seFCl,
entdo (A;)jcr € uma sub-cobertura de (A;)jer se e s6 se K C Uj¢; Uj.
Vé-se entao que o sub-espaco K é compacto se e s6 se, dada uma familia
(U;)je1 de abertos de E cuja reunido contenha K, existe uma sub-familia
finita com a mesma propriedade.

Se E é um espaco topologico e K C E, é frequente empregar a expres-
séo «K é um compacto de E» para dizer que o sub-espaco K é compacto.

Proposicao 2.5.1
Se F for um fechado de um espaco topologico compacto K, entdo F é
compacto.

Demonstracdo: Seja (A;);jc; uma familia de abertos de K cuja reunido
contenha F. Entéo K = FC U Ujer Aj. Como F é um aberto de K bem
como cada A; (j € I), o conjunto {F¢} U{A;|j € I} é uma cobertura
aberta de K. Uma vez que K é compacto, existe alguma parte finita ®
de I tal que K :FBUUJ.G@ Aj e, portanto, F C Ujcep Aj- n

Conforme ja foi observado na pagina precedente, um sub-espaco K
de um espaco topolégico E pode ser compacto mesmo sem que K seja
um fechado de E. No entanto, a préxima proposicao mostra que isto sé
pode ter lugar se E néo for separado.

Proposicao 2.5.2
Sejam E um espaco topoldgico separado e K um compacto de E. Entdao K
€ um fechado de E.

Demonstracéo: Vai-se mostrar que K¢ é um aberto de E. Seja entéo
x € KE. Como E é separado, para cada k € K existem vizinhancas Vi
e Uy de k e de x respectivamente tais que Vi, N U, = (). Para cada
k € K, Vi contém um aberto A, que contém k. Mas entao (Ay)wcx
é uma familia de abertos de E que contém K, pelo que existe algum
conjunto finito F C K tal que K C {J, . Ax. Mas por um lado [ J, .y Ax



2.5 Espacos compactos 109

ndo intersecta () .; Vi e, por outro lado, este tltimo conjunto é uma
vizinhanca de x. Em particular, existe uma vizinhanca de x que nao
intersecta K, pelo que K¢ é vizinhanca de x. Como isto tem lugar para
cada x € KC, este conjunto é aberto. [ ]

Proposicao 2.5.3

Sejam E; e E; espacos topologicos, f: E; — E; uma funcdo continua e
K um sub-espaco compacto de E1. Entao f(K) é um sub-espago compacto
de Ez.

Demonstracao: Seja (A;)jc1 uma cobertura aberta de f(K). A familia
(f‘1 (A4 ))). <1 € entdo uma cobertura aberta de K, pelo que, para algum

sub-conjunto finito Fde I, K C UjeF f~1(A;), ou seja, f(K) C UjEF Aj. =

Corolario 2.5.1
Sejam E; e E; espacos topologicos e f: E; — E, uma bijec¢do continua.
Se E; for compacto e E, for separado, entdo f é um homeomorfismo.

Demonstracdo: Para mostrar que f é um homeomorfismo basta mostrar
que f~' é continua e isto equivale, pelo teorema a mostrar que
se F é um fechado de E; entao f(F) é um fechado de E,. Mas se F é um
fechado de E; entao F é compacto, pela proposicéao Logo, f(F) é um
compacto, pela proposicao anterior. Deduz-se entao da proposicéo[2.5.2
que f(F) é um fechado. [ ]

Corolario 2.5.2

Se K for um espaco topoliogico compacto e f: K — C for continua, entdo f
¢ limitada. Além disso, se f for uma funcdo real, entdo tem maximo e
minimo.

Demonstracao: Pela proposicéao a imagem de f é compacta; logo
é fechada e limitada. Caso a imagem de f esteja contida em R entéo,
sendo limitada, tem supremo e infimo (em R). Como o supremo e o
infimo de f sdo limites de sucessoes de elementos da imagem de f e
esta é fechada, o supremo e o infimo pertencem a imagem, i. e. f tem
maximo e minimo. [

Seja I um intervalo fechado e limitado de R. Obviamente, o corolario
anterior é uma generalizacdo do teorema que afirma que se f: I — R
é uma funcéo continua, entdo f tem maximo e minimo, que ja foi em-

pregue duas vezes (no exemplo[1.3.7/e na demonstracéo do

laproximacao de Weierstrass).
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Proposicao 2.5.4
Se K for um espaco topoldgico, sao condicoes equivalentes:

1.
2.

K é compacto;

se F for uma familia de partes ndo vazias de K tal que a intersec-
cdo de qualquer niimero finito de elementos de F contém algum
elemento de 7, entdo existe algum ponto de K que adere a todos os
elementos de F.

Demonstracao: Verifica-se facilmente que cada uma das condicoes
abaixo enunciadas equivale a seguinte:

1.
2.

o0 espaco topolégico K é compacto;

se A for uma familia de abertos de K cuja reunido € igual a K,
entdo existe uma parte finita de A com a mesma propriedade;

se A for uma familia de abertos de K estavel para reunioes finitas
e cuja reunido é igual a K, entéo existe uma parte finita de A com
a mesma propriedade;

se J for uma familia de fechados de K estavel para interseccoes
finitas e cuja interseccéo é vazia, entéo existe uma parte finita de
A com a mesma propriedade;

se J for uma familia de fechados néo vazios de K que € estavel para
interseccoes finitas, entédo a interseccédo de todos os elementos de
F nao é vazia;

se F for uma familia de partes nao vazias de K que é estavel para
a intersecgoes finitas, entéo existe algum ponto de K que adere a
todos os elementos de F;

se J for uma familia de partes nao vazias de K tal que a intersec-
cao de qualquer nimero finito de elementos de F contém algum
elemento de F, entdo existe algum ponto de K que adere a todos
os elementos de F.

Como estas condicoes sdo equivalentes, entdo, em particular, a
dltima condicéo equivale a primeira. [ ]

Vejamos um exemplo de uma familia F que satisfaz a condi¢éo da
proposicao anterior. Seja E um espaco topolégico, seja K C E, seja x € K
esejaF = {VNK]|Vévizinhanca de x}. Entao () ¢ F (pois, uma vez
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que x € K, todas as vizinhancas de x intersectam K) e a interseccéo de
qualquer nimero finito de elementos de F é novamente um elemento
de F (pois a intersec¢do de um numero finito de vizinhancas de x é
novamente uma vizinhanca de x) e, em particular, contém um elemento
de F. Logo, se K for um sub-espaco compacto de E, existe algum k € K
que adere a todos os elementos de &, pelo que qualquer vizinhanca de K
intersecta qualquer vizinhanca de x. Em particular, se E for separado,
entdo x = k € K. Como isto foi provado para qualquer k € K, K C K, ou
seja, K é um fechado de E. Esta entéo feita uma nova demonstracéo da
proposicdo |2.5.2

Corolario 2.5.3

Se K for um espaco topologico compacto e (F,)nen for uma sucessdo
decrescente de fechados ndo vazios de E, entdo a intersec¢do [\, o Fn
nao é vazia.

Demonstracédo: Se 5 ={F, | n € N}, entdo F satisfaz as condicoes da
segunda alinea da proposicao pelo que ), cxFn # 0. Como
cada F,, é fechado, isto é o mesmo que dizer que (), oy Fn # 0. [ ]

Decorre imediatamente deste corolario e da definicdo de ponto ade-
rente de uma sucessio que se tem:

Corolario 2.5.4
Se K for um espaco topolégico compacto, qualquer sucessdo de elementos
de K tem pontos aderentes.

Em particular, se K for compacto e 1-numeravel, deduz-se da proposi-
cdo[2.2.10[que qualquer sucessao de elementos de K tem sub-sucessoes
convergentes.

Exemplo 2.5.4 Considere-se o espago C(RR) das funcoes continuas de R
em R munido da métrica do supremo. Vai-se usar o corolario anterior
para mostrar que B’(0, 1) (onde 0 é a funcdo nula) ndo é um sub-espaco
compacto Para cada n € IN, seja

fn: R — R
0 sex & n,n+1]
X o~ 2x — 2n se x €ln,n+ 1/2]

2n+2—2x sexemn+12,n+1[
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‘ n n-+1

Figura 2.5: Grafico de f,,

(o seu grafico esta representado na(figura 2.5). Entéo a distancia entre
dois pontos distintos da sucessao (f,,) e € igual a 1, pelo que nenhuma
sub-sucessao de (f,)ncn € convergente.

Uma consequéncia do corolario [2.5.4|é um teorema classico de Ana-
lise Real.

Teorema 2.5.2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass)
Em relacdo a topologia usual de R, qualquer sucessdo limitada tem
alguma sub-sucessdo convergente.

Demonstracao: Se (x,, )nen for uma sucessao limitada de nimeros reais,
entdo existem a,b € R tais que (Vn € IN) : x,, € [a,b]. Como, pelo
teorema de Heine-Borel, [a, b] é compacto, o corolario garante que
(xn)nen tem alguma sub-sucesséo convergente. ]

Este teorema pode ser demonstrado sem se recorrer ao teorema de
Heine-Borel. Para tal, basta provar que:

1. qualquer sucesséo real tem alguma sub-sucessdo monétona;
2. qualquer sucessédo real monétona é convergente.

A primeira destas afirmacées pode ser demonstrada observando que se
(xn )nen for uma sucessio real e se

C={neN|(VmeN):m>2n=— xm <Xn/,
ha duas possibilidades.

C é finito: Entao, se n; € IN for maior do que qualquer elemento de C
existe, uma vez que n; ¢ C, existe algum n, € N tal que n, > n;
e que X, > Xn,. Aplicando o mesmo argumento a n, resulta que
existe algum n; € N tal que n; > n, e que x,;, > x,,, e assim
sucessivamente. Logo, a sucessao (x,, )xen € crescente.

"Repare-se que isto fornece outro exemplo de um sub-espaco ndo compacto F de
um espacgo métrico sendo F fechado e limitado.
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C é infinito: Se, para cada k € IN, n, for o k-ésimo elemento de C, entéo,
pela definicdo de C, a sucessao (xn, )xen € decrescente.

Quanto a segunda afirmacéo, basta ver que se uma sucessdo real
monoétona for crescente (respectivamente), entdo converge para o seu
supremo (resp. infimo).

2.5.2 Produtos de espacos compactos

Vai-se demonstrar que, dada uma familia de espacos topolégicos
néo vazios, o seu produto cartesiano é compacto se e s6 se cada um dos
espacos for compacto. A demonstracao vai empregar um resultado de
Teoria dos Conjuntos.

Definicao 2.5.2 Se X for um conjunto e se C for um conjunto de partes
de X, diz-se que C esta totalmente ordenado relativamente a inclusao
se, para quaisquer A, Be C,ACBouB C A.

O conjunto das partes finitas de IN néo esta totalmente ordenado
por incluséo pois, por exemplo, néo se tem {1} C {2} nem se tem {2} C {1}.
Em contrapartida, o conjunto das partes de N da forma {1,2,...,n}
(n € N) esta totalmente ordenado por incluséo.

Demonstra-se facilmente que, nas condicoes da definicao anterior,
se C estiver totalmente ordenado por inclusédo e se Ay,...,A,, € C
(n € N), entao existem j,k € {1,2,...,n} tais que (Vi € {1,2,...,n}) :
A; C Ay C Ax. Posto de outro modo, qualquer parte finita de uma
familia de conjuntos totalmente ordenada por inclusdo tem algum
elemento que contém todos os outros e algum elemento que esta contido
em todos os outros.

Definicao 2.5.3 Se X for um conjunto e se C for um conjunto de partes
de X, diz-se que um elemento M de C é maximal se

(WeC) :McN=M=N.

Um conjunto de partes de um conjunto pode ter exactamente um
elemento maximal, pode ter mais do que um ou pode néo ter nenhum.
Vejamos um exemplo de cada uma destas situacoes. Em cada caso, E é
um espaco topoldgico e P é uma parte de E.

8N4o se esta a supor qualquer limitacio quanto ao cardinal da familia em questéo;
mesmo que seja infinita, o produto cartesiano é compacto. Isto é outro exemplo de
como a analogia feita nas paginas|[105H106| entre espacos topolégicos compactos e
conjuntos finitos tem limites
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Exemplo 2.5.5 Se C ={A C P| A é aberto}, entdo C tem um e um sé
elemento maximal, nomeadamente o interior de P.

Exemplo 2.5.6 Se C = {F C P | F é fechado }, entao, em geral, C néo
tem qualquer elemento maximal. De facto, se E for tal que, para cada
x € E, {x} seja um fechado de E, entdo C tem um elemento maximal
se e s6 se P for um fechado de E (e neste caso, C tem exactamente um
elemento maximal, que é o préprio P). Nos restantes casos, se F fosse
um elemento maximal de P entéo, visto que P néo é fechado, existiria
algum x € P\ F, pelo que F U{x} seria um elementode Ce FU{x} 2 F, 0
que contradiz a maximalidade de F.

Exemplo 2.5.7 Se C = {X C P| X é conexo } entdo, em geral, C tem
diversos elementos maximais. Sdo as componentes conexas de P.

Seja X um conjunto, seja C um conjunto de partes de X e seja B uma
parte de C que seja totalmente ordenada por inclusdo. Em geral, ha
varias partes de C totalmente ordenadas por inclusao que contém B.
Alguma delas tera que ser maximal? A resposta é afirmativa.

Teorema 2.5.3 (Principio da maximalidade de Haudorff)

Se X for um conjunto, se C for um conjunto de partes de X e se A for
uma parte de C totalmente ordenada relativamente a inclusdo, entdo
existe alguma parte B de C que contém A, que é totalmente ordenada
relativamente a inclusdo e que é maximal relativamente a estas proprie-

dades.

Vejamos uma consequéncia deste principio. Se X e C estiveram nas
condi¢des do enunciado e se A € C, entéo o conjunto {A} é, trivialmente,
uma parte de C totalmente ordenada por incluséo. Logo, existe alguma
parte B* de C totalmente ordenada por incluséo tal que A € B* e que B*
é maximal dentro das partes de C totalmente ordenadas por inclusao
as quais A pertence. Seja B a reunido de todos os elementos de B* e
suponha-se que B € C. Entdo A C B e B é maximal dentro do conjunto
dos elementos de C que contém A. Com efeito, se assim nao fosse, isto
é, se houvese algum B’ € C tal que A € B’ e que B’ 2 B, entdo B* U{B'}
seria uma parte de C totalmente ordenada por inclusiao que conteria
estritamente B*, o que contradiz a maximalidade de B*.

Teorema 2.5.4 (Teorema de Tychonoff)
Se (Ei)ic1 for uma familia de espacos topologicos ndo vazios, [ [, Ei €
compacto se e so se cada E; for compacto.
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Demonstracédo: No decorrer desta demonstracao, vai-se representar
[ Iic; Ei por E.

Se E for compacto entao, visto que nenhum E; é vazio, cada pro-
jeccdo p;: E— Ej (j € I) é sobrejectiva. Logo, E; é compacto, pela
proposicdo|2.5.3

Suponha-se agora que (E;)ic; € uma familia de espacos topolégicos
compactos. Quer-se provar que E é compacto, o que sera feito recorrendo
a proposicao m Mais precisamente, vai-se supor que J é uma familia
de partes nao vazias de E tal que a interseccao de qualquer nimero
finito de elementos de F contém algum elemento de F e provar que
existe algum ponto (a;)ic; € E que adere a todos os elementos de F.
Para simplificar a exposicdo, vai-se designar por «condicao C» a condicao
de, dada uma familia J de partes de um conjunto X, cada elemento de F
néao ser vazio e a intersecg¢ao de qualquer nimero finito de elementos
de JF conter algum elemento de F.

Comece-se por supor que JF é maximal relativamente a condigao C.
Entéo, se X C E for tal que X intersecta todos os elementos de F, X € F.
Com efeito, se assim nao fosse, a familia

F*={ACE|(FFeF):ADFNX}

satisfaria a condicao C e, além disso, * conteria estritamente F (pois
X € F*\ 9), o que contradiz a maximalidade de F. Resulta deste
facto que a interseccédo de quaisquer nimero finito de elementos de F
pertence a ¥, pois se Fy,F,,...,F, € JF, para algum n € IN, entéo,
pela condicdo C, {_; F:i intersecta todos os elementos de F, pelo que
também pertence a F. Se, para cada j € I, 7r; for a projeccdo de E
sobre E;, entdo o conjunto F; = { m;(F) | F € J} satisfaz a condicéo C,
pois se Fy,...,F,, € FeseF € Ffor tal que F C (), Fi, entéo

ﬂ 7'[)'(]:1) D T (ﬂ Fl) D) 7'[]'(]:).

i=1 i=1

Logo, pela proposi¢ao[2.5.4] existe algum a; € E; que adere a todos os ele-
mentos de JFj. Vai-se provar que (a;)ic; adere a todos os elementos de J.
Isto é o mesmo que dizer que qualquer aberto de E que contenha (a;)ic:
intersecta todos os elementos de JF e esta afirmacao equivale, como
ja foi visto, a afirmar que qualquer aberto de E que contenha (a;)ic:
pertence a F. Seja entao A um aberto de E que contenha (a;);c;. Pela
definicdo da topologia de E, A = [[;.; Ai, onde, para cadai € I, A; é
um aberto de E; e, além disso, existe uma parte finita | de I tal que,
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paracadaiecI\]J, A; =E;. Se,paracadajc ], A(j) =[] Af, com

Ei sei#j
Aj  caso contrario,

wieU;Ajz{

entdo cada A(j) (j € ]J) é um aberto de E e

A =[)A(). (2.5)

j€]

Foi visto atras que F é estavel para intersecgoes finitas e, portanto,
se se provar que cada A(j) pertence a F, resultara de (2.5) que A € F.
Mas, sej €], A(j) = th_] (Aj), pelo que

A(j) eF <= (VFeF):AGINF#D
— (VF e J) :th_](Aj)ﬂF#Q)
— (VFeJF):Aynm(F) #10
e esta ultima afirmacéo é verdadeira, pois a; € A; pelo que, pela escolha
de a;, a; adere a todos os elementos de Jj e resulta entéo de A; ser
aberto e da defini¢do de aderéncia que A; intersecta todos os elementos
de F je
Passemos agora ao caso geral. Seja entdo F uma familia de partes
de E que satisfaz a condicao C. Se se provar que existe alguma familia 7*
que contém F e que é maximal relativamente a condicdo C, entao o
teorema estara demonstrado, pois ja foi visto que existe entao algum
a € E que adere a todos os elementos de F* e, por maioria de razao,
a adere a todos os elementos de F. Para mostrar que existe uma
familia F* nas condicoes pretendidas basta, pelo que foi observado
apos o enunciado do principio da maximalidade de Hausdorff, que se
mostre que se P for uma familia de partes de E totalmente ordenada
por incluséo tal que cada elemento de P satisfaz a condicédo C e se F’
for a unido de todos os elementos de P, entdo ¥’ também satisfaz a
condicdo C. Sejam entdo Fy,Fy, ..., F, € F; quer-se mostrar que [;_; F;
contém algum F € F’'. Para cada i € {1,2,...,n}, existe algum JF; € P
tal que F; € F;. Como P esta totalmente ordenado por incluséo, existe
algumj € {1,2,...,n} tal que J; D J;, paracada i € {1,2,...,n}. Logo,
(Vie{1,2,...,n}) : F; € Fj e, como F; satisfaz a condicdo C,(;_; Fi D F,
para algum F € Jj. Como J; C J”, isto conclui a demonstracéo. n
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Corolario 2.5.5
Seja n € N. Relativamente a topologia usual de R™, um sub-espaco
de R™ é compacto se e so se for fechado e limitado.

Demonstracdo: Se um sub-espaco K de R™ for compacto, entéo é fechado
(pela proposicao [2.5.2) e limitado (como foi observado na pagina [108]).

Reciprocamente, se K for fechado e limitado entéo, como é limitado,
esta contido em algum produto da forma [],_;[ax, bx]. Mas este ul-
timo espaco é compacto, pelos teoremas de e de Tychonoff.
Como K é um fechado de R™ entéo é um fechado de [ ] _;[ax, bi], pelo
que é compacto, pela proposicéo|2.5.1 [ ]

Sera vista na pagina|[120{uma demonstracao deste corolario que néo
recorre ao teorema de Tychonoff.

2.5.3 Espacos métricos compactos

Vai ser demonstrado para espacos métricos um teorema que genera-
liza o facto de as partes compactas de R™ sédo aquelas que sao fechadas
e limitadas.

Definicao 2.5.4 Diz-se que um sub-conjunto A de um espaco métrico é
totalmente limitado se, para cada ¢ € R’ , A estiver contido na reuniéo
de um nimero finito de bolas abertas B(a, ¢) (a € A). Diz-se que um
espaco métrico é totalmente limitado se for um sub-conjunto totalmente
limitado de si préprio.

E imediato que o conceito de «conjunto totalmente limitado» é abso-
luto e néo relativo, pois na definicdo s6 intervém os pontos de A.

Por outro lado se, na definicdo de conjunto totalmente limitado, se
tivessem considerado bolas centradas em pontos do espaco todo (que
sera designado por E), obtinha-se uma definicéo equivalente. E claro
que se um conjunto A estiver, para cada ¢ € R*, contido na reunido
de um numero finito de bolas abertas de raio ¢ centradas em pontos
de A entdo, por maioria de razdo, o mesmo acontece com bolas abertas
centradas em pontos de E. Reciprocamente, seja A C E tal que, para
cada ¢ € RY, A esteja contido na reunido de um ndmero finito de
bolas abertas de raio ¢; quer-se mostrar que é possivel tomar tais bolas
centradas em pontos de A. Sabe-se que existem x1,...,x, € E tais que

AcC D B (xk, %) (2.6)
k=1
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e pode-se supor, sem perda de generalidade, que cada uma das bolas
abertas do membro da direita de (2.6) intersecta A. Se, para cada
ke{1,2,...,n}, ax € AN B(xy, ¢/2), entdo, uma vez que

(Vke{1,2,...,n)): B <xk,§) C Blay, ),

resulta de (2.6) que A C J,_; B (ay, €).
Naturalmente, qualquer parte totalmente limitada de um espaco
métrico é limitada, mas o reciproco é falso.

Exemplo 2.5.8 Se se considerar em R a métrica discreta, entdo R é
um sub-conjunto limitado de si préprio, mas néo é totalmente limitado,
pois néo esta contido na reunido de um nimero finito de bolas de raio 1.

Exemplo 2.5.9 Em R™ qualquer sub-conjunto limitado A é totalmente
limitado (relativamente a métrica usual). Entéo, se x ¢ R e se a € RY,
lax]/a € 1Z €
. |ax] _ ax— | ax| € [0, /al.
a a

Seja a € R’ . Vai-se mostrar que A estéa contido na unido de um
numero finito de bolas abertas de raio v/a; como a pode ser tdo grande
quanto se queira, resulta daqui que A é totalmente limitado.

Se (x1,...,xn) € A, entéo

(X1y...y%Xn) € B((Lax1j/a) ceey LaXnJ/a), \/TT/a). (2.7)
Mas, como A é limitado, A esta contido em algum conjunto da forma
[p1/‘1> Q1/a] X [Pz/a, qz/a] X X [p“/a> qn/a],

onde cada p; e cada q; pertence a Z. Deduz-se entéo de (2.7) que A esta
contido na unido das bolas de raio vn/a cujos centros sio os n-uplos da
forma (71/a,...,™/a), onde cada r; é um inteiro do intervalo [p;, qi].

Teorema 2.5.5
Se K for um espaco métrico, entdo as condicoes seguintes sdo equivalen-
tes:

1. K é compacto;
2. K é completo e totalmente limitado;

3. qualquer sucessdo de elementos de K possui uma sub-sucessao
convergente.
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Demonstracdo: A demonstracao sera feita segundo o esquema 1 = 2 =
3=1.

Comece-se por supor que K é compacto; pretende-se mostrar que K
é completo e totalmente limitado. Que € totalmente limitado resulta
de se ter, para cada ¢ € R’, K C [J, ¢ B(x,¢) e de K ser compacto.
Para se mostrar que K é completo, considere-se uma sucessao de Cau-
chy (x)nen de elementos de K. Sabe-se, pelo corolario que al-
guma sub-sucessdo (x,, Jxen da sucessdo (x, )nen converge. Entéo, pelo
lema [1.4.1] (x;)nen converge.

Suponha-se agora que K é um completo e totalmente limitado e seja
(xn)nen uma sucessao de elementos de K; quer-se mostrar que alguma
sua sub-sucessdo converge. Uma vez que K é completo, basta mostrar
que alguma sub-sucesséo de (x,,)nen € de Cauchy. Como K é totalmente
limitado, é a reunido de um numero finito de bolas de raio /2, pelo
que existe um sub-conjunto infinito N; de IN tal que {x,, | n € N; } esta
contido numa tal bola; em particular,

m,n € Ny = d(xm,xn) < 1.

Seja n; o primeiro elemento de N;. Repetindo o que foi feito atras mas
desta vez com bolas de raio /4, obtém-se um sub-conjunto infinito N,
de N; \ {n;} tal que

] .
Z )
define-se entdo n, como sendo o primeiro elemento de N,. Prosseguindo

deste modo, obtém-se uma sub-sucessao (x, )xen da sucessao (Xn)nen
tal que

m,n € Ny, = d(Xm, Xn) <

1

min{p, q}
Logo, (xn, Jken € uma sucessao de Cauchy. Como, pela proposicao
K é um fechado de E, lim,, ciy x» € K, pelo corolario [1.4.1]

Finalmente, vai-se supor que qualquer sucessio de elementos de K
possui uma sub-sucesséo convergente para um elemento de K; quer-se
mostrar que K é compacto. Seja entdo (A;);c; uma cobertura aberta
de K; quer-se mostrar que possui uma sub-cobertura finita. Vai-se
comecar por mostrar que existe algum 6 € R* tal que, para cada x € K,
B(x,8) N K esté contido em algum A;. Suponha-se, por reducio ao
absurdo, que nao existe um tal 6. Para cada n € IN é entao possivel
encontrar algum x,, € K tal que

(Vpy g € N) : d(xn,y Xn,) <

(Yje]):B (xn, %) NK ¢ A,. (2.8)
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Seja x € K tal que x seja limite de alguma sub-sucessao da sucessao
(xn)nen e sejaj € ] tal que x € Aj; visto que A; é um aberto de K, existe
algum N € N tal que B(x, '/N)NK C A;. Tome-se n € N tal que n > 2N
e que d(x,x,) < 1/2N. Entao tem-se:

1 1
B<xn,—>ﬂKCB(x,—>ﬂKCA]-,
n N

o que contradiz (2.8).

Suponha-se agora que a cobertura aberta (A;);jc; ndo possui qual-
quer sub-cobertura finita. Entao K # () e pode-se obter uma sucessao
de elementos de K do seguinte modo: x; € um elemento qualquer de K e,
uma vez definidos x1,...,x, € K, escolhem-se j(1),...,j(n) € J tais que
(Vk € {1,...,n}) : B(xx,8) N K C Aj(x); toma-se entdo para x,,; algum
elemento de K \ U;_; Aj(). E claro que se m,n € IN e se m # n, entéo
d(Xm,Xn) > 0, pelo que nenhuma sub-sucessao da sucessao (X, )nen €
de Cauchy e, portanto, nenhuma sub-sucessao da sucesséo (X, )nen €
convergente. Isto é absurdo, pois esta-se a supor que qualquer sucesséo
de elementos de K possui uma sub-sucessao que converge para algum
elemento de K. [ ]

Este teorema permite dar uma nova demonstragéo do corolario[2.5.5
Com efeito, para o demonstrar basta ver que um sub-conjunto de R™ é
completo se e s6 se for fechado (pela proposicéao|1.5.2) e é limitado se e
s6 se for totalmente limitado (veja-se o exemplo [2.5.9).

Exemplo 2.5.10 O conjunto de Cantor é compacto, pois é um sub-
-conjunto de R que é limitado (esta contido em [0, 1]) e é fechado (por
ser a interseccdo de uma familia de fechados).

Exemplo 2.5.11 A esfera
SP={(xyz) eR’|[xX*+y*+22 =1}

é compacta pois é fechada e limitada. Consequentemente, deduz-se
da proposicao que o plano projectivo é compacto, pois, uma vez
que qualquer recta de R> que passa pela origem intersecta S?, P>(R) =
m1(S?).

Convém ter algum cuidado ao aplicar-se o teorema para de-
monstrar que um sub-espaco K de um espago métrico E é compacto
usando a terceira condicdo do teorema. Esta condicéo, aplicada a um
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sub-espaco K, significa que qualquer sucessdo de elementos de K tem
uma sub-sucessao convergente em K, i. e. convergente para um ele-
mento de K. Assim, por exemplo, qualquer sucessiao de elementos
de ]0, 1[ tem alguma sub-sucessdo convergente em R (relativamente
a topologia usual), mas nao tem necessariamente uma sub-sucessao
convergente em ]0, 1] (considere-se a sucessao (!/n).cn, por exemplo).

Corolario 2.5.6
Qualquer espaco métrico compacto é separdvel.

Demonstracao: Se K = (), o resultado € trivial; vai-se agora supor que K
nao é vazio. Sabe-se que K é um sub-conjunto totalmente limitado de
si préoprio. Existe entéo, para cada n € IN, algum sub-conjunto finito F,
de K tal que, para cada elemento k € K, a distancia de k a algum
elemento de F,, é inferior a 1/n. Seja entdo (k.)nen a sucesséo de
elementos de K tal que

{k1,...,kn,} =F paraalgum n; € N
{Kn,+1y---ykn,} = F2 para algum n, > n,
{Kny+1y..+,kn,} = F3 para algum n3 > n,

e assim sucessivamente. Entéo, se x € Ke se ¢ € R, toma-se m € N
tal que 1/m < ¢; pela definicdo de (k. )ncn tem-se d(k,,x) < T/m < ¢
para algum n < n,. [ ]

Definicao 2.5.5 Seja E um espaco métrico e seja (A;);cj uma cobertura
aberta de E. Entao diz-se que um ndmero 5 € R’ é um niimero de
Lebesgue da cobertura dada se qualquer bola aberta de raio 6 estiver
contida em algum elemento da cobertura.

Naturalmente, uma cobertura aberta de um espago métrico néo
tem necessariamente um numero de Lebesgue. No entanto, foi visto no
decorrer da demonstracao do teorema que as coberturas abertas
dos espacos métricos compactos tém sempre um nimero de Lebesgue.

Proposicao 2.5.5
Se K for um espago métrico compacto, entdo qualquer cobertura aberta
de K tem um niimero de Lebesgue.

Se I for um intervalo fechado e limitado de R e se f for uma fun-
cao continua de I em R, entdo f é uniformemente continua, conforme
foi enunciado na pagina Foi também ai afirmado que seria de-
monstrada uma generalizacdo deste resultado. Trata-se do préximo
teorema.



122 Espacos topologicos

Teorema 2.5.6
Se (K, dy) e (E, dg) s@o espacos métricos, sendo K compacto, entdo qual-
quer funcdo continua de K em E é uniformemente continua.

Demonstracdo: Seja f uma funcao continua de K em E e seja ¢ € R ;
quer-se mostrar que existe algum 6 € R’ tal que

(Vx,y € K) : dx(x,y) < 0 = d¢ (f(x),f(y)) < €.

Se x € K, existe algum 6, € R* tal que

(Vy € B(x,8y)) : de (F(x), f(y)) < =-

2
Entdo (B(x, dx))xck € uma cobertura aberta de K. Seja 6 € R um nu-
mero de Lebesgue desta cobertura. Se x,y € K forem tais que d(x,y) <
0, entao y € B(x,d) e esta ultima bola esta contida numa bola B(z, d,),
para algum z € K. Mas entéo

dE (f(X)’f(y)) < dE (f(X),f(Z)) + dE (f(z)»f(y)) <

Defini¢éao 2.5.6 Seja E um espaco topoldgico e seja X C E. Diz-se que X
é relativamente compacto se X for compacto.

Resulta desta definicdo que cada parte relativamente compacta X
de um espaco topoldgico E esta contida num compacto. Caso E seja um
espaco topoldgico separado, o reciproco é verdadeiro, pois se X C K C E
e se K for compacto, entéo, pela proposicéo K é um fechado de E e,
portanto, X C K = K. Como K é compacto, resulta da proposicéo m
que X é um compacto.

Proposicao 2.5.6
Sejam E um espaco métrico e X C E. Entdo sdo condicoes equivalentes:

1. X é relativamente compacto;

2. qualquer sucessdo de elementos de X tem alguma sub-sucessdo
convergente.

Além disso, se E for completo, as condicées anteriores equivalem a:

3. X é totalmente limitado.
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Demonstracéo: Se X for relativamente compacto e se (x,)ncn for uma
sucessao de elementos de X, entdo, em particular, (x,)n,cn € uma su-
cessdo de elementos de X. Como este conjunto é compacto, a sucessio
tem alguma sub-sucesséo convergente.

Suponha-se agora que qualquer sucessao de elementos de X tem
alguma sub-sucesséo convergente; vai-se mostrar que X é compacto
mostrando que qualquer sucess&o (X, )nen de elementos de X tem al-
guma sub-sucessdo que converge para algum elemento de X. Para
cada n € N, seja y,, € X tal que d(x,,yn) < '/n, sendo d a distancia
do espaco métrico E. Por hipétese, alguma sub-sucessdo (yn, )xen da
sucessao (Yn)nen converge para algum x € X. Mas resulta entéo de se
ter (vn € IN) : d(xn,Yn) < '/n que a sucessao (x,, Jxen converge para x.

Suponha-se agora que E é completo. Se X for relativamente com-
pacto, entdo X é compacto e, portanto, totalmente limitado. Como
X C X, X também é totalmente limitado.

Finalmente, se X for totalmente limitado entdo X também o é. Com
efeito, se ¢ € R e se ¢’ €]0, ¢[ entdo existem x;,...,x, € X tais que
X C Ur_; B(xx, ¢'), pelo que

TL n n
= UBboen = U Bl @ U B e

Como se esta a supor que E é completo, X é compacto, uma vez que é
completo (pela proposicao(1.5.2) e totalmente limitado. ]

2.6 Exercicios

1) Seja X um conjunto e seja T o conjunto formado pelo conjunto vazio
e pelos sub-conjuntos de X com complementar finito. Mostre que T é
uma topologia.

2) Sejam E um conjunto e d: E x E — R uma pseudo-métrica.
1. Defina «bola aberta centrada num ponto e raio r e «conjunto

aberto» de maneira idéntica a que foi feita em espacos métricos.
Mostre que os conjuntos abertos em (E, d) formam uma topologia.

2. Suponha que d ndo é uma métrica. Mostre que a topologia associ-
ada a (E, d) (ver alinea anterior) néo é metrizavel.
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3. Sejam E = {a,b} e T ={0,{a},{a, b}}. Mostre que E ndo é pseudo-
-metrizavel, ou seja, mostre que néo existe em E nenhuma pseudo-
-métrica que dé origem a topologia 7.

4. Seja E ={a, b, c}. Dé exemplo de uma topologia em E, distinta de
{@, {a,b, c}}, que seja pseudo-metrizavel mas néo metrizavel.

3) Dado um espaco topolégico X, mostre que existe uma bijeccédo entre
o conjunto dos abertos de X e o conjunto dos fechados de X.

4) Considere a familia T C P(R) constituida por (), R e pelos sub-
-conjuntos de R da forma | — co, a[, com a € R. Mostre que:

1. O conjunto T é uma topologia.
2. A topologia T néo é metrizavel.

3. A topologia T nao é pseudo-metrizavel.

5) Seja E um conjunto e seja F C P(E) tal que
1. ),E € F;

2. se (Aj)jey for uma familia de elementos de F, entéo (.., A; € T;

j€]
3. se (Aj)jey for uma familia de elementos de J e se ] for finito, entéo
UjE] A]‘ eJ.

Mostre que é possivel definir uma e uma sé topologia 7 em E tal que os
fechados de (E,T) sejam os elementos de F.

6) Sejan € IN. Para cada I C C[xy,...,xn], seja V(I) o conjunto dos
zeros comuns a todos os elementos de I; por outras palavras,

VI ={(x1,...,x0) €C™ | (VP €I): P(x7,...,xn) =0}.

1. Mostre que o conjunto T = { V(I)® | I € C[x,...,x,] } forma uma
topologia em C™.

2. Supondo que n = 1, mostre que a topologia assim obtida é a
mesma que a do exercicio

3. Mostre que a topologia usual é mais fina do que a topologia 7.

7) Considere em R as topologias:
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7. topologia usual,
Tan: topologia do exercicio

Thum: topologia relativamente a qual os fechados de R sdo R e as
partes finitas ou numeraveis de R;

Tais: topologia discreta;

T, : topologia do exemplo

Compare estas topologias duas a duas, ou seja, para cada duas veja se
alguma delas é mais fina do que a outra.

8) Considere a familia B C P(RR) constituida pelos conjuntos da forma
] — o0, a], com a € R. Qual é a topologia menos fina que contém B?

9) O espaco topolégico (Z,T), onde T é a topologia do exemplo [2.1.4] é
separado?

10) Considere em R? a métrica usual. Quais dos seguintes conjuntos
sao sistemas fundamentais de vizinhancas de (0,0)?

L {{x,y) eR*|x¥*+2y* <n}|neN}
2. {{(x,y) e R*|—e<x<e}]|e€l0,+ool }
3. {{(x,y) e R?* | x|+ lyl < e}] e €0, +oo[}
4. {5((0,0),7/n) [neN}

11) Seja E um espaco topolégico cuja topologia é a topologia discreta.
Mostre que cada ponto de E possui um sistema fundamental de vizi-
nhancas formado por um tnico elemento.

12) Considere em R a topologia do exercicio |8l Mostre que cada ponto
de R possui um sistema fundamental de vizinhancas formado por um
unico elemento. Mostre também que se a topologia considerada for
aquela para a qual os abertos sdo (), R e os conjuntos da forma | — oo, al
com a € R, entdo nenhum ponto possui um sistema fundamental de
vizinhancas finito.

13) Considere em C([0, 1]) as métricas do integral e do supremo. Para
cadan € N, seja

1

V,, :{fe e([0,1]) ‘ (Vte [0,1]): [f(t)| < E}'



126 Espacos topologicos

1. Mostre que (V. )nen € um sistema fundamental de vizinhancas
da funcao nula relativamente a métrica d’.

2. Mostre que (V,,)nen néo é um sistema fundamental de vizinhan-
cas da funcao nula relativamente a métrica d.

3. Dé um exemplo de um sistema fundamental de vizinhancas nu-
meravel da funcdo nula relativamente a métrica d.

14) Sejam E um espaco métrico e a € E. Mostre que as bolas fechadas
B’(a,1/n) formam um sistema fundamental de vizinhancas do ponto a.

15) Considere em R a topologia T definida no exercicio

1. Mostre que nenhum ponto de (R, T) possui um sistema fundamen-
tal de vizinhancas numeravel.

2. Deduza que o espaco topolégico (R, T) nao é metrizavel.

16) Para cada n € Z, seja
Vo={VCZ|(FmeN)(VkeZ):n+kmeV}.
Mostre que:

1. existe uma e uma s6 topologia 7 em Z tal que, para cadan € Z, o
conjunto das vizinhancas de n em (Z,7) seja V;

2. a topologia T da alinea anterior é a do exemplo

17) Considere-se em R uma topologia T, para a qual, para cada a € R,
as vizinhancas de a sejam os conjuntos que contém algum intervalo
1b, al, com b < a. Analogamente, considere-se em R uma topologia T4
para a qual, para cada a € R, as vizinhancas de a sejam os conjuntos
que contém algum intervalo [a,b[, com b > a. Designe-se por T a
topologia usual de R.

1. Mostre que, para cada uma das propriedades atras descritas,
existe uma e uma sé6 topologia que a satisfaz, i. e. mostre que
existe uma e uma sé topologia T. em R que satisfaz a primeira
condicio e que existe uma e uma s6 topologia T4 em R que satisfaz
a segunda.

2. Mostre que os intervalos ]b, a] sdo abertos em 7. e que os interva-
los [a, b[ sdo0 abertos em Tj.
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3. Mostre que T, e T4 sdo mais finas do que 7.

4. Dé um exemplo de um sub-conjunto de R, diferente de () e de R,
que seja aberto e fechado para a topologia T.. Analogamente para
a topologia T4.

5. Dé um exemplo de uma funcéo f: R — R descontinua se enten-
dida como funcao de (R, 7) em (R, T) mas continua se entendida
como funcao de (R, T.) em (R, 7). Problema analogo com T3 em
substituicdo de Te.

6. Dé um exemplo de uma funcéo f: R — R tal que:

a) f é continua de (R,7.) em (R, 7T.) mas é descontinua como
funcao de (R,7) em (R, 7).

b) f é continua de (R,7) em (R,7J) mas é descontinua como
funcéo de (R, T.) em (R, T.).

-3

. Qual é a topologia mais fina que esta contida simultaneamente em
T. eem T4? E qual é a topologia menos fina que contém ambas?

18) Considere em R a topologia T definida no exercicio (1, A funcao
exp: (R,T) — (R, 7T)

é continua? E se no enunciado se substituir R por C?

19) Sejam X um espaco topolégico, x; € X e f uma funcao de X em R.
Diz-se que f tem um maximo local em x, se existir uma vizinhanca V
de x, tal que

(Vx € V) : f(x) < f(xo).

Mostre que f é continua em x, relativamente a topologia do exercicio
se e s6 se f tiver um maximo local em x,.

20) Sejam X um espaco topoldgico e f: X —> R uma funcéo. Dado b € X,
diz-se que f é semi-continua superiormente em b se f for continua em b
quando se considera em R a topologia do exercicio |4l Analogamente, f
diz-se semi-continua inferiormente em b se f for continua em b quando
se considera em R a topologia para a qual os abertos de R sé&o ), R e os
conjuntos da forma ]a, +oo[ com a € R. Diz-se que f é semi-continua
superiormente (respectivamente inferiormente) se for semi-continua
superiormente (resp. inferiormente) em todos os pontos de X.
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1. Dado b € X, mostre que f é continua em b (relativamente & mé-
trica usual de R) se e s6 se f for semi-continua superiormente e
inferiormente em b.

2. Sejam A C X e xa: X — R a funcéo caracteristica de A. Mostre
que xa € semi-continua superiormente (resp. inferiormente) se e
s6 se A é um fechado (resp. aberto) de X.

3. Mostre que f é semi-continua superiormente se e s6 se —f é semi-
-continua inferiormente.

4. Seja (fa)rea uma familia de funcoes de X em R. Supondo que
cada, para cada A € A, f) é semi-continua superiormente (resp.
inferiormente) e que existe a fungdo infyca fa (resp. sup,cp fa),
mostre que esta funcéo é semi-continua superiormente (resp. in-
feriormente).

21) Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: Y — X uma funcéo continua.
Mostre que as condicdes seguintes sdo equivalentes:

(a) a topologia de Y é a topologia inicial relativamente a funcao f;

(b) quaisquer que sejam o espaco topolégico Z e g: Z — Y entéo g é
continua se e s6 se f o g é continua.

22) Enuncie e demonstre um resultado analogo ao do exercicio anterior
referente a topologia final.

23) Sejam X e Y espacos topolégicos e f uma funcéo de Y em X. Suponha-
-se que 8 C P(X) é base da topologia de X. Mostre que f é continua se e
s6 se para todo o B € §, f~'(B) é aberto.

24) Seja E um espaco topolégico. Diz-se que um aberto de E é regular
se for igual ao interior da sua aderéncia e diz-se que um fechado de E é
regular se for igual a aderéncia do seu interior.

1. Seja A C E. Mostre que A é um aberto regular de E se e s6 se A°
for um fechado regular de E.

2. Dé um exemplo de um aberto de R que nao seja regular (relativa-
mente a topologia usual).

3. Mostre que a interseccédo de dois abertos regulares de E é um
aberto regular de E.
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4. Dé um exemplo de dois abertos regulares de um espaco topolégico
cuja reunido nao seja um aberto regular.

25) Sejam M um conjunto com uma relacdo binaria R anti-simétrica,
isto é, uma relacéo binaria que satisfaz a relacao:

XxXRYy ANyRx=x=y.
Sejam f: M — M e g: M — M funcobes tais que:
i. fof=f A gog=g;
ii. (WxeM):f(x) Rx AxRg(x);
iii. xRy = (f(x) R fly) N g(x) Rgly)).

Sejam ¢ = fogelp = gof. Mostre que p o = @ e P o =1. Use
este resultado para deduzir, de forma imediata, que, se X é um espaco
topolégico, entdo qualquer A C X satisfaz

A=A AA=R,
ou seja, A é um aberto regular de X e A é um fechado regular de X.
26) Sejam X um espaco topolégico e A, B C X. Mostre que:
1. A éfechadoseesose FrA C A;
. A é aberto se e s6 se Fr A c AC;
. FrA =( see s6se A é fechado e aberto;

2
3
4. Fr(FrA) Cc FrA;
5. Fr(AUB) c Fr(A) UFr(B);
6

. ndo se tem necessariamente Fr(A N B) C Fr(A) N Fr(B) nem
Fr(A)NnFr(B) c Fr(ANB).

27) Sejam X um espaco topolégico, A C X e a € A. Mostre que a é um
ponto isolado de A se e s6 se {a} é um aberto do sub-espaco A.

28) Quais dos seguintes espacos topolégicos sdo perfeitos?

1. Q com a métrica usual,;
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2. @ com a métrica p-adica (sendo p um primo natural);
3. R com a topologia discreta;

4. R com a topologia do exercicio

29) Seja X um conjunto e seja x: P(X) — P(X) uma funcao tal que:
— (D) = 0;
- (VA CX):AC«aA);
- (VA CX): a(x(A)) = «(A);
- (VA,BC X): x(AUB) =«a(A) U «x(B).
SejaF={BcC X|B=«(B)}.
1. Mostre que se A,B C Xe A C B, entdo «(A) C «(B).

2. Seja A C X. Se B € F for tal que A C B, mostre que x(A) C B.
Conclua que «(A), que pertence a F, é o minimo dos elementos
de F que contém A.

3. Mostre que existe uma e uma s6 topologia 7 em X para a qual os
fechados de (X, 7) sdo os elementos de F.

4. Mostre que no espaco topolégico (X,T) se tem:

(VA C X): A = a(A).

30) Seja R a recta real completada com os pontos —co e +0o, com a
topologia definida no exemplo Considere em R a topologia usual.
Mostre que a funcéo

R — R
arctanx sexc R

X o~ /2 se x = +00
—7/2 se x = —o00

é continua. Sugestao: use o facto de que lim,_, ., arctanx = +7/2.
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31) Seja R a recta real completada com o ponto co, com a topologia
definida no exemplo|2.2.17; seja R como no exercicio anterior. Mostre
que a funcéo

R — R
X sex € R
X ~
oo sex ==+
é continua.
32) Seja R como no exercicio e seja f: R\ {0} — R definida por
f(x) = 1/x. Verifique se f tem prolongamento continuo a:

1. R;
2. R\ {0};

AN

3. R.

Resolva problemas anélogos relativamente a g: R \ {0} — R definida
por g(x) = 1/lxl.

33) Resolva o exercicio analogo ao anterior mas considerando agora R
como no exercicio 311

34) Mostre que qualquer funcéo continua de ]lA{Aem R é limitada (ou
seja, tem imagem limitada). Se se substituir R por R, o resultado
mantém-se?

35) Seja L C R? o laco de equacio y?> = x*(1—x?) com a topologia usual.
Considere a bijeccdo continua

f: R — L
2u u2—1
u o~ g < ; uz—+1> :
Seja T a topologia em R obtida por transporte da topologia de L via a
bijeccéo f.

1. Mostre que f ndo é um homeomorfismo relativamente a topologia
usual de R.

2. Mostre que a restricdo de f a R \ {0} € um homeomorfismo sobre a
imagem.

3. Dé um exemplo de uma aplicacao continua de (R,7T) em (R, 7)
que néo seja continua como aplicacdo de R em R com a topologia
usual.
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4. Dé um exemplo de uma aplicacdo continua de R em R com a
topologia usual que néao seja continua como aplicacéo de (R, T)
em (R, 7).

36) Verifique que os seguintes sub-espacos de R? s&o dois a dois home-
omorfos:

- A={(x,y) eR?|y>0}
- B={(x,y)eR?|x>0ey >0}
- C={(xy) eR?*|x¥*+y? <1}

37) Verifique que os seguintes sub-espacos de R? séo dois a dois home-
omorfos:

- A={(xy,z) eR3 x> +y? =1}
-B={(x,y,2) eR3|x¥*+y2=Telz| <1}
- C={(xy,2) eR3 | X +y?+22=Telz| A1}

38) Sejam A e C como no exercicio anterior. Para cada k € R, seja
P ={(x,y,2z) € R3:z =k}; para cada ¢ € R, seja S, o semi-plano

Se ={Alcos p,sen @,0) + (0,0,u) [A >0epecR}.

Considere homeomorfismos \: C — A satisfazendo as seguintes con-
digoes:

1. Deixam fixos os pontos de CN A;

2. Enviam circunferéncias C N Py (—1 < k < 1) em circunferéncias
A NP

3. Enviam cada semi-meridiano C NS, na geratriz ANS, associada
ao mesmo semi-plano S,,.

Mostre que os homeomorfismos \: C — A satisfazendo as condicoes
acima indicadas sao da forma:

xua) = (s gtz

em que g: ] — 1, 1[— R é um homeomorfismo tal que g(0) = 0.
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Nota: Entre os homeomorfismos atras considerados encontra-se a
projeccao Mercator, usada na feitura de mapas da superficie terrestre.
Tem a particularidade adicional de preservar Angulos. Qual a vantagem
que os mapas feitos usando a projeccido Mercator trouxeram para a
navegacao maritima? (Para os alunos que ja frequentaram ou estao
a frequentar Geometria Diferencial: Considere as seguintes funcgées
g:l—1,1[— R:

1. g(z) = 12722;
2. g(Z) = 1_2‘7_‘7
3. g(Z) = 1fzz;

4. g(z) = arctanh(z).

Qual destas corresponde, nas notacoes atras usadas, a projeccao Mer-
cator?)

39) Mostre que Q, munido da topologia usual, néo é topologicamente
completo.

40) Mostre que qualquer espaco topolégico discreto é topologicamente
completo.

41) E possivel definir alguma topologia em Q, além da topologia discreta,
relativamente a qual Q) seja topologicamente completo?

42) Neste exercicio quer-se mostrar que P,(RR) é metrizavel.

1. Seja
d: $2xS? —s R,
(pyq)  ~ min{|lp—qll,[p+qll}.

Mostre que d é uma pseudo-métrica e que se p,q € S? séo tais
que d(p,q) =0, entdo p = +q.

2. Seja (Sz, d) o espaco métrico obtido a partir de S? e da pseudo-
-métrica d pelo método indicado na pagina {4l Mostre, para cada
recta r € P,(R), rN S? é uma classe de equivaléncia em S’ e que a
funcao

Pz(R) — S2
T ~ TN S?

é um homeomorfismo de P,(RR) em S2. Deduza que P>(R) é metri-
zavel.
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43) Seja X um espaco topolégico separado e seja (x,,)neny Uma sucessao
de elementos de X. Suponha que as sucessoes (X2n )nen, (X2n41)nen €
(Xs5n)nen Sd0 convergentes. Mostre que a sucessao (x,)nen € conver-
gente.

44) Considere em R a topologia T do exercicio 1. Mostre que a sucessao
1,2,3,... converge para qualquer ponto de R. Deduza que o espaco
topolégico (R, T) ndo é separado.

45) Mostre que em qualquer espaco topolégico as sucessdes quase-
-constantes sao convergentes.

46) Considere em R as topologias T3is € Tnum do exercicio |7, Mostre que:

1. Relativamente a qualquer uma destas topologias, as tinicas su-
cessoOes convergentes sdo as quase-constantes.

2. A funcao
f: (RyTpum) — (R, Tais)
Ay

X X

néo é continua mas satisfaz a propriedade seguinte: se (xn )nen
for uma sucessao convergente do dominio de f, entao a sucessao
(f(xn)), o também é convergente.

3. Deduza da alinea anterior que o espaco topolégico (R, Tpum ) néo é
1-numeravel.

47) Seja X um conjunto e seja F(X) o conjunto das funcoes de X em R.
Diz-se que uma sucesséo (f,)ncn de elementos de F(X) converge uni-
formemente para uma funcéao f € F(X) se

(Ve e R%)(3p € N)(Vn € N)(Vx € X) :n > p = [f(x) — fu(x)| < e

Mostre que uma sucessao (f, )ncn de elementos de F(X) converge uni-
formemente para uma funcéo f € F(X) se e s6 se convergir para f
relativamente a topologia da convergéncia uniforme (definida no exem-

plo2.1.2).

48) Mostre que se se considerar em R a métrica

d: RxR — R
SR
T+ 1T+

(%,y)
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entéo o espaco métrico assim obtido ndo é completo, embora a topolo-
gia induzida por d seja a topologia usual em R. Sugestédo: entre em
conta com o facto de esta métrica ser a mesma que foi considerada no

exemplo

49) Defina em |0, +o0o[ uma métrica d que induza a topologia usual e
tal que (]0,+o0o[, d) seja um espaco métrico completo.

50) Considere IN como sub-espaco de R. Sejam (E, d) um espaco métrico
e (xn)new uma sucessiao de elementos de E. Mostre que as seguintes
condicoes sdo equivalentes:

(a) A sucessdo (xn)nen € uma sucessao de Cauchy.

(b) A funcao
N — E
n o~ Xq

P . e . N Pl . PAN .
é uniformemente continua relativamente & métrica em R definida
no exercicio

51) Sejam X e Y espacos topolégicos. Mostre que a funcao

f: XxXY — YxX
(X)y) M (U>X)

é continua.

52) Sejam X; e X, espacos topolégicos, U; C X; e U, C X,. Mostre que
no espaco topoldgico produto X; x X, se tem:

— o o
1. U1 XUZZU1 XUz.

2. U1 XX2UX1 XUZ:LL XX2UX] lez.

3. FI'(U] X U.z) = FI‘(U]) X u_2UU_1 X FI‘Uz.

53) Seja X um espaco topolégico. Mostre que as seguintes condicoes
sao equivalentes:

(a) O espaco topolégico X é separado.

(b) O conjunto { (x,x) € X x X | x € X} é um fechado de X x X.
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54) Seja E um espaco topoldgico separado e seja f uma funcéo continua
de E em E. Mostre que o graficode E (i. e. { (x,y) € E? |y = f(x)}) é um
fechado de E? relativamente a topologia produto.

55) Considere a funcéo:

f: R? — R
’ 0 sex=1y=0.

Considere em R a topologia usual e em R? a topologia produto. Mostre
que:

1. A funcao f ndo é continua.

2. Para cada y € R, as fungoes de R em R definidas por x — f(x,y)
e por x — f(y,x) sdo continuas.

56) Seja X um conjunto e considere o produto cartesiano [ [, . C. Cada
elemento de [ [, . C é uma familia (f(x))ex, onde cada f(x) é um nu-
mero complexo. Por outras palavras, cada elemento de [, . C é uma
funcéo de X em C e, reciprocamente, cada fungao de X em C é um ele-
mento de [ [, x C. Mostre que uma sucesséo (f,,)ncn de elementos de
[ [xex C converge para uma funcéo f: X — C relativamente & topologia
produto se e s6 se

(Vx € X) : lim £, (x) = f(x).

neN

57) Seja X um conjunto e considere em F(X) a topologia do exercicio
anterior. Mostre que sao condicoes equivalentes:

(a) X é numeravel,

(b) F(X) é T-numeravel.

58) Seja (E,., dn)neny uma familia numeravel de espacos topolégicos;
para cada n € N, seja A,, C E,,. Mostre que:

[TA=TT%

=1 n=1

3
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59) Seja (En, dn)nen uma familia numeravel de espagos métricos tal
que, para cada n € N, d,, seja majorada por 1. Considere no conjunto
[T E. as distancias dg,p, e ds definidas por:

dn(xn n)

dsup((xn)nelN) (Un)ne]N) = sup —)y
neN n

= dn(xn n)

d}:((xn)nE]N) (yn)nE]N) = Z Z—n)y

n=1

Mostre que estas distancias sao uniformemente equivalentes, ou seja,
mostre que a funcéo

(H F—n» dsup) — <H En) dZ)
n=1 n=1

X ~ X

e a sua inversa sdo uniformemente continuas. Sugestdo: para mostrar
que a funcao dada é uniformemente continua, mostre que, dados dois

[e¢]

elementos (xn)nen € (Un)nen de [[,—; En, se tem:

dZ((Xn)nelN» (yn)nelN) < <Z 2%) dsup((xn)nelN) (yn)nG]N>
n=1

e para mostrar que a funcao inversa também é uniformemente continua,
mostre que, dados (Xn)new, (Yn)nen € [[hen En € € €]0,400], se se
escolher N € N tal que n > N = d (x,,,yn)/n < ¢, entédo tem-se:

< = = sup

= dn(xn,yn) &N dn (Xn, Yn)
> o o~ sup - <.

n=1

Nota: Como se pode observar facilmente, > > | 2% = 2.

n=12n

60) Para cadan € N, seja E,, o espaco topolégico R com a métrica usual
e seja A,, = [—1,1]. Calcule a aderéncia e o interior de ]_[ff:1 A, em

[T Ene

61) Para cada n € N, seja E,, = {0,1}, munido da topologia usual.
Seja C o conjunto de Cantor. Conforme foi mencionado no exercicio
do capitulo |1, os elementos de C sdo os nimeros reais que podem ser
escritos sob a forma ) *°_; an/3" com cada a, € {0,2} (n € N) e, além
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disso, cada x € C s6 pode ser escrito daquela forma de uma s6 maneira.
Considere a funcéao
f: C — JJEa

nelN
2 = - ()
I 3n 2 nelN '
Mostre que f é um homeomorfismo.

62) Para cada um dos espacos que se seguem, investigue se é ou néo
conexo (a menos de mencéo em contrario, considere a topologia usual):

1. Q;

2. R munido da métrica discreta;

3. R\Q

4. {(x,y) € R? | xy >0}

5. {(xy) €eR* [xy >0}

6. {(x,y) eR? [ x> +y2 =1}

7 {(xy) e R? |y =x*}

8. {(x,y) e R?|y*—x*=1}

9. C\ F, onde F é uma parte finita de C;

[y
e

(C([0,1]),dy), onde d; é a métrica do integral;
11. (€([0,1]),ds), onde do é a métrica do supremo.

63) Seja C (respectivamente P) o espaco da sexta (resp. sétima) alinea
do exercicio anterior. Mostre que C tem a seguinte propriedade: para
qualquer p € C, C\ {p} é conexo. Use este facto para mostrar que C e P
nao sdo homeomorfos.

64) Considere em R as topologias T., T4 e T que foram consideradas
no exercicio Mostre que as unicas funcoes continuas de (R, 7T) em
(R,T.) ouem (R, T,) sdo as funcdes constantes.

65) Seja
Y={(x,sen(1/x)) [x € R\{0}}U{(0,y) | -1 <y <1}

com a topologia de sub-espaco de R?. Mostre que:
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1. Y é conexo.

2. Y tem trés componentes conexas por arcos.

66) Considere em C a métrica usual. Mostre que C \ {0} é conexo por
arcos.

67) Seja M(n, C) o espaco das matrizes quadradas de ordem n com en-
tradas complexas. Seja GL(n,C) C M(n, C) o sub-espaco das matrizes
de determinante nao nulo e T(n,C) C GL(n,C) o sub-espaco das ma-
trizes triangulares superiores (de determinante nao nulo). Considere
M(n, C) como espaco métrico identificando-o a C™*; mais precisamente,
considere em M (n,C) a distancia

d((aij)1<i,j<m (bij)1<i,j<n) = 12?§n|aij _bij|~

1. Mostre que GL(n,C) é um aberto de M(n, C).
2. Mostre que T(n,C) é conexo por arcos.

3. Mostre que GL(n, C) é conexo por arcos Sugestao: usando o facto
de que qualquer matriz de M (n, C) é semelhante a uma matriz
triangular superior, mostre que existe uma familia de sub-espacos
de GL(n, C) homeomorfos a T(n, C) cuja interseccao ndo é vazia e
cuja reunido é igual a GL(n, C).

68) Considere os espacgos de matrizes com coeficientes reais M(n, R),
GL(n,R) e T(n,R) (as defini¢cdes sdo analogas as de M(n,C), GL(n, C)
e T(n,C)). Seja O(n) C M(n,R) o sub-espaco das matrizes ortogonais
(isto é, matrizes em que a transposta é igual a inversa).

1. Mostre que GL(n,R) e O(n) tém pelo menos duas componentes
conexas por arcos. Sugestao: use a funcédo determinante.

2. Dada uma matriz M € GL(n,R), mostre que existe um cami-
nho em GL(n,R) que comeca em M e acaba num elemento de
O(n). Sugestao: se 0 < m < n, seja O,(n) o espaco das matrizes
A € GL(n,R) tais que os m primeiros vectores coluna de A sao dois
a dois ortogonais e tém norma 1; observe que Oy(n) = M(n, C)
e que O (n) = On). Sem < ne (E1,Ey...,Eq) € On(n)
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(sendo Eq,..., E, vectores coluna), entdo a funcao 1\ de [0, 1] em
GL(n,R) (c (R™)™) definida por

E; sej#Am+1
(1) = m
() Emnii —tZ(Em+1.Ek)Ek caso contrario
k=1
é um caminho entre (E;,...,E, ) e uma matriz
(E1,E2y.e oy By Efqy ooy En) (2.9)
onde E; ., é ortogonal a E,,...,E,,. Entdo ¢: [0,1] — GL(n,R)
definida por
oi(1) = E; sej#m+1
: (T+t(|EL 7" —=1))EL; caso contrario

é um caminho entre (2.9) e um elemento de O,,, ;1 (n).

3. Mostre que T(n,R) tem 2™ componentes conexas por arcos.

69) Mostre que qualquer espaco topolégico grosseiro é compacto.

70) Seja E um espaco topolégico e seja (x,)neny Uma sucessao conver-
gente de elementos de E, sendo x um seu limite. Mostre que {x} U
{xn | m € IN} é um sub-espaco topolégico compacto de E.

71) Seja E um espacgo topolégico e sejam K;,Kj;,..., K, sub-espacos
compactos de E. Mostre que UJT‘:] K; é compacto.

72) Deduza a proposicao da proposicéo [2.5.4

73) Neste exercicio vao ser estudados prolongamentos ao plano projec-
tivo P,(R) de curvas do plano R?. Se (x,y,z) € R\ {(0,0,0)}, entdo
n(x,y,z)(€ P2(R)) também vai ser representado por (x,y,z). Seja P
uma funcéo polinomial de grau dois de R? em R; mais especificamente,
sejam a, b, c,d,e, f € R, com a, b e ¢c ndo todos nulos, e considere-se

P: RZ2 — R
(x,y) ~ ax?+bxy+cy?+dx+ey+f.

Sejam Zp o conjunto dos zeros de P e

Zp = { (%y,2) € P2(R) | ax? + bxy + cy® + dxz + eyz + fz> =0 }.
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1. Mostre que a definicéo de Z» faz sentido, i. e. mostre que
(V(x,y,2) € Zp) (YA € R\{0}) : (Ax, Ay, Az) € Zp.
2. Seja f a fungdo de R? em P,(R) que foi definida no exemplo
Mostre que f (Zp) C Zp.
3. Suponha que P(x,y) = xy — 1. Mostre que
a) Zp = f(Zp) U{(1,0,0), (0, 1,0)};

b) Zp é compacto e conexo. Sugestdo: para mostrar que Zp é
conexo, mostre que é a reunido de f (Zp) com as imagens das
funcoes

R — Zp eR — Zp
x = (x%,1,%) X

(comece por mostrar que estas defini¢oes fazem sentido, i. e.
que se x € R entdo (x%,1,x), (1,x%,x) € Zp).

) Zp = f(Zp).

4. Enuncie e demonstre resultados analogos aos anteriores quando

a) P(x,y) =y —x%

b) P(x,y) =x*+y% —1.

74) Seja E um espaco topolégico separado e seja E = E U{oo}. Considere
0 conjunto:

T:{ACE!Aéaberto}U{ACE’ooeAeAUécompacto}.

1. Seja A € T. Mostre que A \ {co} é um aberto de E.
2. Mostre que T é uma topologia.

3. Mostre que a topologia de E como sub-espaco de E é a topologia
original de E.

4. Mostre que (E,T) é um espaco topolégico compacto.

5. Supondo que E = R com a topologia usual, mostre que o espaco R
assim definido é o mesmo espaco topolégico que foi considerado

no exemplo [2.2.17
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6. Supondo que E = Q com a topologia usual, mostre que o espaco Q
assim definido nao é separado.

7. Mostre que a topologia de Q é diferente da de Q U{co} encarado
como sub-espaco de R.

75) Considere em R a topologia 7 do exemplo Mostre que
1. ] — 00, 0] é um sub-espaco compacto de (IR, T);

2. ] — 00,0] ndo é um fechado de (R, 7).

76) Considere em C([0, 1]) as métricas do integral e do supremo. Para
cada uma delas, mostre que B’(0, 1) ndo é um compacto. Sugestao: no
caso da métrica do integral, mostre que B’(0,1) nao é completo; no
caso da métrica do supremo, mostre que a sucesséo de funcoes (f)nen
definida por f,(x) = x™ néo possui nenhuma sub-sucessio convergente.

77) Seja E o sub-espaco topolégico de (5(IN), d.,) (onde d,, é a métrica
do supremo) formado pelas sucessoes (a,)nen de elementos de [—1, 1]
tais que a,, é nulo quando n é suficientemente grande. Mostre que
(E, ds) nao é compacto.

Sugestdo: paracadan € NN, seja x(n) € E a sucessao tal que x(n),,, =
0sem #nex(n), =1; mostre que a distancia entre quaisquer dois
elementos de {x(n) | n € N} éigualal.

78) Mostre que qualquer sucessdo limitada de nimeros complexos tem
alguma sub-sucessao convergente.

79) Neste exercicio pretende-se demonstrar o teorema fundamental da
Algebra: qualquer funcao polinomial nao constante de C em C tem,
pelo menos, um zero.

1. Seja p: C — C uma funcao polinomial ndo constante, seja n o
seu grau e seja a o coeficiente de z™ em p(z). Mostre que existe
algum M € R, tal que

lal

(Vze C):lzl > M = [p(z)| > 7|Z|n.

2. Mostre que p(C) é um fechado de C. Sugestao: use a alinea
anterior e o exercicio anterior.
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3. Mostre que C\{p(z) |z€ C/Ap’(z) =0} é areunido disjunta de
p(C)E com {p(z) | z € CAp'(z) #0)}. Use este facto para demons-
trar que p(C) = C e que, em particular, 0 € p(C). Sugestao: use o
exercicio 63| do capitulo|lje a nona alinea do exercicio

80) Seja (E, d) um espago métrico. Mostre que sdo condicdes equivalen-
tes:

(a) qualquer parte fechada e limitada de E é compacta;

(b) E é completo e qualquer parte limitada de E é totalmente limitada.

81) Sejam (E, d) um espaco métrico e L C E. Mostre que sao condicoes
equivalentes:

(a) L é totalmente limitado;

(b) existe uma isometria de L num sub-espaco de um espago métrico
compacto.

Sugesto: use o facto, provado na demonstragéo da proposi¢éo[2.5.6}
de que se L é totalmente limitado, entdo L também o é.

82) Seja E um espaco topolégico, seja f uma funcao continua de E em R
e seja X uma parte relativamente compacta de E. Mostre que f(X) é
limitado.

83) A demonstracio do teorema foi baseada na proposicéo [2.5.5]
Este exercicio mostra como obter outra demonstracido do mesmo teo-
rema sem recorrer aquela proposicédo. Seja f: K — E uma funcéo que
nao seja uniformemente continua.

1. Mostre que, para algum ¢ € R, existem sucessdes (Xn)nen €
(Un)nen de elementos de K tais que

(91 € IN) - dic(xm, o) < - A de (lxa)s Tlya)) > .

2. Deduza que a funcao f ndo pode ser continua.






Capitulo 3

Espacos de funcoes

Seja K um espaco topolégico compacto. Vao ser vistos neste capitulo
varios teoremas relativos ao espaco C(K) das fun¢ées continuas de K
em C ou ao seu sub-espaco Cr(E) das funcgdes continuas de K em R.
Como, pelo corolario qualquer funcéo f € C(K) é limitada e como
(Vf,g € C(K)) : f — g € C(K) (isto sera demonstrado mais a frente), faz
sentido considerar em C(K) a métrica do supremo d.,. A topologia que
se vai considerar em C(K) sera sempre a induzida por esta métrica, a
menos que seja dito explicitamente o contrario.

3.1 Conjuntos densos de funcoes
continuas

Vao ser vistos nesta seccdo dois teoremas que déo condic¢des sufici-
entes para que um conjunto F C Cr(K) seja denso em Cy(K), o segundo

dos quais vai ser uma generalizacdo da versao real do [teorema dal
laproximacao de Weierstrass|

Teorema 3.1.1 (Teorema de Kakutani-Krein)
Se K for um espaco topolégico compacto e se F for um conjunto de funcoes
continuas de K em R tal que:

1. se k,k' € Ke a,b € R, entdo existe alguma funcdo f € F tal que
f(k) = a e que f(k’) = b (excepto, naturalmente, caso k = k' e

a#b);

145
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2. se f,g € F, entdo max{f, g}, min{f, g} € F,

entdo F é um sub-conjunto denso de Cr(K).

Demonstracdo: Deduz-se facilmente da segunda hipétese do teorema
que
f1,...,fn € F = max{fq,...,f },min{fq,...,f } € F.

Seja f € Cr(K); quer-se mostrar que f € F, ou seja, quer-se mostrar
que, para cada € € R*, existe alguma funcéo g € F tal que sup [f—g| < «.
Seja k € K. Para cada x € K, existe alguma funcao f, € J tal que
fy,k(x) = f(x) e fx k(k) = f(k). Seja Vy uma vizinhanca de x tal que

(Vt € Vi) @ Frrclt) > f(t) — e

Como K é compacto e cada V, contém um aberto que contém x, existe
um conjunto finito {x;,...,x,} C K tal que K C U]T‘:] V- Seja fi =
max{fy, k,...,fx, k. Entdo f, € Fe

(Vx € K) : fie(x) > f(x) —e.
Além disso,
fi(k) = max{fy, k(k),..., fx, k(k)} = max{f(k)} = f(k).
Existe entao uma vizinhanca U, de k tal que

(\V/t c Uk) : fk(t) < f(t) + €.

Se ki,...,kn € K forem tais que K C Uj"; Uy, e se se definir g =
min{fy,,...,fx, }, entdo g € J e, além disso,
— como se tem fy, (x) > f(x) — ¢ para cada j € {1,..., m} e para cada

x € K, tem-se g(x) > f(x) — ¢ para cada x € K;

— para cada x € K, existe algum j € {1,..., m} tal que x € Uy;, pelo
que g(x) < fy,; (x) < f(x) + e.

Logo, (Vx € K) : [f(x) — g(x)| < ¢,i. e. sup|f — gl < . m

O teorema de Kakutani-Krein néo é uma generalizagéo do fteorema]
lda aproximacao de Weierstrass], pois em geral néo é verdade que se P,
e P, sao funcgoes polinomiais de um intervalo [a,b] de R com valores
em R, entéo as fun¢ées max{P;,P,} e min{P;, P,} também sejam poli-
nomiais. Um exemplo de aplicacdo deste teorema, ainda no caso de
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Figura 3.1: Exemplo de grafico de funcéao linear por bocados

um intervalo [a,b] de R, é dado pelo conjunto das funcdes lineares
por bocados. Sio as fungdes cujo grafico é do tipo do da
Mais precisamente considere-se o conjunto F das func¢oes continuas
f: [a,b] — R para as quais existem alguma particdo {ap, as,...,a,}
de [a, b] e nimeros reais «,..., Xn, B1,-..., Pn tais que

(Vl S {1,2, ce ,n})(Vx c [(11,1,(11]) : f(X) = &;iX + Pi.

E entéo claro que 7 satisfaz as condicdes do teorema de Kakutani-Krein,
pelo que é um sub-conjunto denso de Cg([a, b]).

Se ¥ C C(K), diz-se que F separa os pontos de K se, sempre que
k e k’ forem pontos distintos de K, existir alguma funcéo f € JF tal
que f(k) # f(k’). Obviamente, se a primeira hipétese do teorema de
Kakutani-Krein se verificar, entdo F separa os pontos de K. Convém
observar que se acrescentar as hipéteses do teorema de Kakutani-
-Krein que F é um espaco vectorial (i. e. que se f,g € Fe o, € R,
entdo of + Bg € F) que contém as funcdes constantes e que separa
os pontos de K, entao a primeira hipétese torna-se redundante. Com
efeito, caso k = k’ basta tomar a funcao f que toma sempre o valor a.
Caso contrario, seja ¢ € F tal que ¢(k) # @(k’); define-se entéo

f: K — R

e (t)—e(k) .
t o~ Soem(b—ata

Visto que F é um espaco vectorial que contém as funcgoes constantes,
f € F e, além disso, é claro que f(k) = a e que f(k’) = b. Além disso, se
JF for um espaco vectorial, a segunda hipétese do teorema de Kakutani-
-Krein pode ser substituida por (Vf € F) : [f| € F, pois se for este o caso
entdo, caso f,g € 7,

f+g+If—g|

5 J.

f+g—I|f—
+g—| 9|e

max{f, 9} - >

€F e min{f,g}=
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Definicao 3.1.1 Se F for um conjunto de fun¢dées de um conjunto X
em KK, diz-se que F é uma dlgebra de funcées de X em K se

1. (Vf,geJF):f+ge;
2. (Vf,gedJ):f.geT;
3. (VfeF)(VAeK): Afe F.

Se F' for outra algebra de funcoes de X em K, diz-se que F’' é uma
sub-algebra de F se F’ for uma algebra de funcoes e se F' C F.

Exemplo 3.1.1 Dado qualquer conjunto X, o conjunto de todas as fun-
coes de X em K é uma algebra de fungoes.

Exemplo 3.1.2 O mesmo acontece com o conjunto F1(X) de todas as
funcoes limitadas de X em K.

Exemplo 3.1.3 O conjunto de todas as fun¢oes polinomiais de K™ em KK
forma também uma algebra de funcoes.

Se E for um espaco topolégico, entdo o conjunto Ci(E) de todas
as funcbes continuas de E em R é uma algebra de funcées. Para o
demonstrar, sejam f,g € C(E); quer-se mostrar que f + g e f.g sdo
fungdes continuas. Considerem-se as funcgoes

A: E — ExE e h: EXxXE — R?
X~ (xx) xy) ~  (f(x),9(y)).
Entao, se a (respectivamente p) representar a adico (resp. o produto)
de R? em R, tem-se f + g = aoho A (resp. f.g = p o ho A). Logo, para

mostrar que f + g e f.g séo fun¢des continuas, basta mostrar que A, h,
a e p sdo continuas[] Ora

1. é visto nos cursos de Anélise Real de funcoes de varias variaveis
que a adicdo e o produto sdo funcdes continuas de R? em R;

2. que A é continua resulta imediatamente da proposigao [2.3.1}

1A topologia que se estd aqui a considerar em R e em R? é a usual. Convém
lembrar que foi observado, no exemplo[2.3.1, que, em R?, a topologia usual é idéntica
a topologia produto de R por R.
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3. finalmente, para mostrar que h é continua aplica-se igualmente a
proposicdo [2.3.1] Para mostrar que a funcdom; o h: E X E — R
é continua basta observar que se A for um aberto de R, entdo
(m; oh)"T(A) = f~'(A) x E, que é um aberto de E x E. Mostra-se
de maneira analoga que 7, o h é continua.

Finalmente, se f € Cr(E) e se A € R, quer-se mostrar que Af € Cr(E).
Para tal, veja-se que a funcéo @,: R — R definida por ¢,(x) = Ax é
continua e que Af = @, of.

Proposicao 3.1.1
Seja K um espaco topologico compacto. Se F for uma sub-algebra de

Cr(K), entdo F também o é.

Demonstracao: E preciso mostrar que se f, g € Fese) € R, entdo
f+g,f.g,Af € T. (3.1)

Sejam (f,,)nen € (gn ) new sucessoes de elementos de F convergentes para
f e para g respectivamente; tais sucessoes existem pela proposigéom
A fim de se mostrar que se tem (3.1), basta mostrar que lim, ¢ (f, +
gn) = f+g, que lim, ¢n(f,.gn) = f.g e que lim,, ¢ (Af,,) = Af, novamente
pela proposicao Vai-se mostrar que a segunda daquelas trés
igualdades é valida; as outras sdo mais simples de demonstrar. Seja
entdo ¢ € R7 ; quer-se mostrar que

(FpeN)(VneN):n>p = supl|f.g—fnr.gnl <e.
Para tal, observe-se que, para cadan € IN,
fg - fn-gn = (f_ fn)g + f(g - gn) _ (fn - f)(gn - 9) (32)

Seja M € R* tal que sup|f|,sup|g| < M esejap € Ntalquesenc Ne
n > p, entao tem-se:

. E E
sup [f — fn[,sup|g — gn| < inf {\/; m} .

Resulta entao da relacéo (3.2) e da escolha de p que, cason > p,

2
Sup!f-g—fn-gn\<3iM-M+M-3iM+( g) =c.
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Considere-se, por exemplo, um intervalo fechado e limitado [a, b]
de R. O conjunto P([a, b]) das fungdes polinomiais de [a, b] em R forma
uma algebra de funcées de [a,b] em R. Logo, a proposicdo anterior
afirma que P([a, b]) também é uma algebra de funcoes de [a, b] em R.
De facto, oteorema da aproximacao de Weierstrass|afirma que esta
algebra nao é mais do que C([a, b]).

Vai-se entao demonstrar uma generalizacdo do teorema da apro-
ximacao de Weierstrass. A demonstracao deste teorema foi bastante
longa e poder-se-a pensar que a generalizacido em questao tera uma
demonstracido maior ainda. De facto, é bastante mais curta. Isto
pode parecer paradoxal, mas explica-se pelo facto de a demonstracao
empregar o teorema da aproximacio de Weierstrass, bem como o de
Kakutani-Krein.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Stone-Weierstrass)
Seja K um espaco topoligico compacto e seja F uma dlgebra de funcées
continuas de K em R que contenha as funcées constantes e que separe
os pontos. Entao F é um sub-conjunto denso de C(K).

Demonstracéo: Vai-se mostrar que J satisfaz as hipéteses do teorema
de Kakutani-Krein. Isto mostra que F é denso; como também é um
fechado, ¥ = C(K).

Visto que F separa os pontos de K e contém as funcgoes constantes
entdo, por maioria de razéo, ¥ também tem essas propriedades. Além
disso como F é uma algebra entéo, em particular, é um espaco vectorial
pelo que, conforme foi observado nas paginas T satisfaz a
primeira condi¢do do teorema de Kakutani-Krein e, a fim de provar que
satisfaz a segunda condicéo, basta provar que se f € J, entéo [f| € T.

Seja f € 7, seja ¢ € R% e seja M um majorante de [f|. Pelo
irema da aproximacdo de Weierstrass, existe alguma funcéo polinomial
P: [-M, M] — R tal que

(Vt e [-M, M]) : ]It! — P(t)| < &.
Logo,
(Vx € K): ‘If(x)l — P(f(x))| < e.

Como F é uma algebra de fungdes que contém as fungdes constantes e
feF,Pofed, peloquelflc T=7. [

Considerem-se, por exemplo, as func¢oes continuas e periddicas de R
em R. Cada uma dessas funcées € limitada, pelo que se pode considerar
no conjunto de tais funcoes a métrica do supremo. Mais especificamente,
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suponha-se que se esta a trabalhar com o conjunto P das funcoes conti-
nuas de R em R que sao periddicas de periodo 27t; quer-se mostrar que
o conjunto T das funcoes da forma

R — R
N

X ~ ao+ Z a, cos(nx) + b, sen(nx),

n=1

com N €Z, eapayy...,0n, b1,..., by € R, formam um sub-conjunto
denso deste espaco. Aparentemente, o teorema de Stone-Weierstrass
néo se aplica, pois nem R é compacto nem € verdade que se x e y séo
numeros reais distintos entéo existe f € T tal que f(x) # f(y). Por outro
lado, é verdade que T é uma algebra de funcgoes; isto resulta de se ter,
para cada m,n € N e para cada x € R:

sen(mx) sen(nx) = = (cos((m — n)x) — cos((m + n)x)),

N = N =

cos(mx) cos(nx) = (cos((m —n)x) + cos((m+ n)x))

cos(mx) sen(nx) = %(sen((m +n)x) + sen((m —n)x)).
Observe-se que 2717 é um sub-grupo do grupo abeliano (R, +); pode-se
entéo considerar o quociente R/27tZ. Seja TT: R — RR/27tZ a projeccéo
de R em R/27Z e considere-se neste espaco a topologia final relativa-
mente a 1. Entao, uma vez que [0, 27t] é uma parte compacta de R e que
R/2n7Z = TI([0, 27t]), R/27Z é compacto. Por outro lado, se f € C(R/27Z),
entdo f o IT € P e, reciprocamente, se f € P, entdo f é da forma f o IT
para alguma funcéo f € @(R/27Z); basta definir

f: R2nZ — R
Mx) ~ f(x)

e observar que f é continua pela proposicéo Logo,

Y. C(R/2nZ) — P
f ~  foll

é uma bijeccao. De facto, é claro que se trata de uma isometria, pois se
f € C(R/2nZ), entéo sup |f| = sup |f o TT|, uma vez que TT é sobrejectiva.
Pode-se entdo identificar T a sub-algebra Y= (7) de C(R/27Z) e, para
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aplicar o teorema de Stone-Weierstrass, s6 falta provar que se x e y
s@o numeros reais tais que TT(x) # I1(y), entdo existe alguma funcao
f € Y(T) tal que f(TT(x)) # f(M(y)). Isto é o mesmo que afirmar
que se x,y € Rex—y ¢ 2nZ, entdo existe alguma funcéo f € T tal
que f(x) # f(y). Mas basta entdo tomar f = sen ou f = cos, i. e. se
x —y ¢ 217 entdo sen(x) # sen(y) ou cos(x) # cos(y). De facto, se se
tem sen(x) = sen(y) e cos(x) = cos(y), entdo tem-se

1 = (cosx)? + (senx)?
= cos(x) cos(y) + sen(x) sen(y)
= cos(x —y),

pelo que x —y € 2nZ.

3.2 Espacos compactos de funcoes

Em geral, se E for um espaco topolégico e se se considerar no espaco
C1(E) das funcdes continuas e limitadas de E em C a métrica do supremo,
entao os compactos de C,(E) tém o interior vazio.

Exemplo 3.2.1 No caso em que E = R foi visto no exemplo [2.5.4| na
pagina como exemplo de aplicacéo do corolario que a bola
fechada unitaria de C;(R) nao é um compacto. Se X for um sub-conjunto
de C,(R) com interior ndo vazio, existem entdo x € X e r € R’ tais que
B’(x,r) C X. Mas
B’(0,1) — B’(x,1)
Yy ~ X+ Ty

é um homeomorfismo, pelo que B’(x,r) ndo é um compacto. Como
B’(x,r) € um sub-conjunto fechado de X que néo é compacto, deduz-se
da proposicéo|2.5.1/que X nao é compacto.

Vai-se demonstrar um teorema que vai permitir determinar quando
é que um sub-conjunto de um tal espaco é compacto.

Definicao 3.2.1 Se E; é um espaco topolégico, (E», d) é um espaco mé-
trico e ¥ é um conjunto de funcoes de E; em E;,, diz-se que o conjunto F
é equicontinuo se, para cada ¢ € R* e para cada x € E;, existir alguma
vizinhanca V de x tal que

(Vy € V)(Vf € F) : d(f(x),fly)) < e.
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Naturalmente, se E; for um espago métrico e se d’ for a métrica
de E;, entdo afirmar que a familia F é equicontinua equivale a afirmar
que, para cada ¢ € R’ e para cada x € E;, existe algum 6 € R tal que

(Vy € Bq)(VF e F):d'(x,y) < b = d(f(x),fly)) < e.

Definicao 3.2.2 Nas condic¢es da definicdo anterior, se E; for um es-
paco métrico, sendo d’ a sua métrica e se, para cada ¢ € R, se existir
algum 6 € R’ tal que

(Vx,y € E)(Vf € F):d'(x,y) < § = d(f(x), f(y)) <&,
diz-se que o conjunto F é uniformemente equicontinuo.

Exemplo 3.2.2 Se E e F forem espacos métricos e se f for uma funcéo
de E em F, o conjunto {f} é equicontinuo (respectivamente uniforme-
mente equicontinuo) se e s6 se a funcéo f for continua (resp. uniforme-
mente continua).

Exemplo 3.2.3 O conjunto das funcgées f,,: R — R (n € N) definidas
por f,,(x) = nx néo é equicontinuo, pois, paracadad € R*,sex € Re
sey=x+29/2,entdo,sen € N

nx—mn x+§ _n_6
2/ 2

Logo,n > 2/s — |fn(x) —fn(y)‘ > 1.

Inx —ny| =

Exemplo 3.2.4 O conjunto das funcées f;: R — R (t € [0, 1]) definidas
por fi(x) = sen(tx) é uniformemente equicontinuo. Basta ver que se

x,y € Reset€[0,1] entéo
2 cos (t%) sen (t%)’

< 2(sen <t- )%> ' . (3.3)

‘sen(tx) — sen(ty)‘ =

Seja ¢ € R*. Como a func¢éo seno é continua no ponto 0 e sen(0) =0,
existe algum o € R’ tal que

(VxeR): x|< b= ]sen(x)‘ < %

Logo, se x,y € R forem tais que [x — y| < 6 entéo ‘t(x—y)/2| <8/2<
para cada t € [0, 1], pelo que se deduz de (3.3) que

(Vte [0,1]): ‘ft(x) —ft(y)‘ < €.
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Segundo o teorema|2.5.6| qualquer funcao continua de um espaco mé-
trico compacto num espacgo métrico é uniformemente continua. Existe
um resultado analogo para a equicontinuidade e a equicontinuidade
uniforme.

Proposicao 3.2.1
Se K e E forem espacos métricos, sendo K compacto, entdo qualquer fami-
lia equicontinua de funcoes de K em C € uniformemente equicontinua.

A demonstracao desta proposicdo vai ser omitida, pois consiste
em aplicar o mesmo método que foi empregue para demonstrar o teo-
rema [2.5.6

Se K for um espaco topolégico compacto e se § C C(K), entao F
herda uma topologia da topologia de C(K), a qual é, como foi dito no
inicio deste capitulo, a topologia induzida pela métrica do supremo ou,
0 que é equivalente, a topologia da convergéncia uniforma (veja-se o
exemplo 2.1.2). Outra topologia que se poderia considerar em F é a
topologia da convergéncia pontual (veja-se o exemplo [2.3.2). Visto que
esta ultima é a topologia menos fina para qual todas as funcoes

K — C
f ~ f(x)

(x € K) sao continuas e visto que todas aquelas fun¢ées sao continuas
para a topologia da convergéncia uniforme, a topologia induzida em F
pela topologia da convergéncia uniforme é mais fina do que induzida
em J pela topologia da convergéncia pontual.

Proposicao 3.2.2

Seja K um espaco topologico compacto e seja F uma familia equicontinua
de funcoes de K em C. Entdo a topologia da convergéncia pontual e a
topologia da convergéncia uniforme induzem em F a mesma topologia.

Demonstracéo: Pelo que foi visto antes do enunciado, s6 falta provar
que qualquer parte A de F que seja aberta relativamente a topologia
da convergéncia uniforme também €é aberta relativamente a topologia
da convergéncia pontual. Se A = (), isto é 6bvio. Caso contrario, seja
f € A. Existe algum ¢ € R* tal que

(Vg e F):dw(f,g) <e = g €A.

Para cada x € K, seja V, uma vizinhanca de x tal que

(Vy € V) (VFf € F) 1 [fy) — f(x)| < %
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Como K é compacto, existem x1,...,x, € K tais que K = [JI'_; V4,. Seja

A’:{geﬁ"‘ (‘v’ie{],...,n}):Ig(xi)—f(xi)|<g}.

Entao A’ é um aberto de J relativamente a topologia da convergéncia
pontual e f € A’. Além disso, A’ C A, poisse g € A’ e se x € K, entdo
x € Vi, para algum i € {1,...,n} e, portanto,

g(x) — FOI < [g(x) = g(xa)| + |g(xi) — F(xi)| + |f(xi) — F(x)]|

£ £
+s+3

<37373

M Wl m

Logo, relativamente a topologia da convergéncia pontual, A é vizi-
nhanca de todos os seus pontos e, portanto, é um aberto. [ ]

Teorema 3.2.1 (Teorema de Arzela-Ascoli)

Se K for um espaco métrico compacto e se F for um conjunto de fun-
coes continuas de K em C, entdo F é relativamente compacto se e so se
satisfizer as seguintes condicées:

— J é equicontinuo,

— para cada x € K o conjunto {f(x) | f € F}é limitado.

Demonstracdo: Suponha-se que JF é relativamente compacto. Se x € K
entdo a funcéo

é continua. Como F é compacto, @y (?) também é compacto, pela pro-
posigéo Logo, ¢ (F) é limitado, pelo que { f(x) | f € F} (= ¢ (F))
também é limitado.

Continuando a supor que F é relativamente compacto, quer-se pro-
var que J é equicontinuo. Seja ¢ € R e seja x € K. Como F é compacto,
existe um conjunto {f;,...,f,} C F tal que F C U?:] B (fj,¢/3). Se
j €1{1,2,...,n}, entdo existe algum o; € R tal que

(Vy € K) 1 d(x,y) < 8 = |f;(x) — f(y)| <

W | m
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Seja 6 =min{d;|j€{1,2,...,n}}. Se f € Fesey € K forem tais que
d(x,y) < 9, sejaj € {1,2,...,n} tal que sup |f — fj| < ¢/3. Entéo

[F(x) = f(y)| < [f(x) = £ | + |f500) — £5(9)| + [f5(y) — f(y)]
+ +§

A
M Wlm
W[ m

Supnha-se agora que J satisfaz as condi¢oes do enunciado. Vai-se
provar que o conjunto F é relativamente compacto. Pode-se (e vai-se)
supor que nem K nem J sao vazios.

Conforme foi observado na pagina logo apéds a definicao do
conceito de conjunto relativamente compacto, a fim de provar que F
é relativamente compacto basta provar que esta contido em algum
compacto H de C(K). Seja, para cada x € K, r(x) = sup{|f(x)| | f € F}.
Naturalmente, visto que cada conjunto { [f(x)| | f € F} é, por hipétese,
limitado, r(x) € R.. Por outro lado seja, para cada x € K e para cada
e € R*, Vi, uma vizinhanca de x tal que

(Vy € Vi, )(VF € F) : [fy) — f(x)| < & (3.4)

sabe-se que tais vizinhancas existem por se estar a supor que F é
equicontinua. Define-se entdao H como sendo o conjunto das funcgéoes f
de K em C tais que, para cada x € K,

1 [f(x)] < 7(x);
2. (Ve e RY)(Vy € Vi) : ‘f(y) —f(x)| <.

Resulta da segunda destas condi¢coes que H é equicontinua. Em par-
ticular, X c C(K). E entéo consequéncia da definicdo da funcéo r e
de que F C H. Se se provar que H é compacto, o teorema estara
demonstrado.

Pela primeira condi¢éo da defini¢éo de H, 3 C [],.« D(0,7(x)) e,
pelo teorema de Tychnoffl este produto cartesiano é compacto relativa-
mente a topologia da convergéncia pontual. Vejamos que, relativamente
a esta topologia, H é compacto. Para tal basta, pela proposicéo |2.5.1],

que se mostre que  é um fechado de [, ., D(0,r(x)), 0 que equivale
a afirmar que HC é um aberto daquele produto cartesiano. Se HC for
vazio, nada ha a demonstrar. Caso contrario, seja f € HC. Entéo f ¢ K
e, portanto, existem x,y € K, e € R} e f € F tais quey € V, . e que
]f(y) — f(x)} > ¢. Existe entdo algum 6 € R tal que

(Vz,w € C) : ‘z—f(x)! <6/\}w—f(y)} <d=|z—w| >¢;
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basta tomar, por exemplo, 6 = (}f(y) — f(x)] —¢)/2. Seja

A= { ge [[o(o,r(k)

kekK

g(x) —f(x) |, |g(y) — f(y)| < 8 }

Entdo A é um abertode [ [, .« D (O, r(k)), relativamente a topologia da
convergéncia pontual, f € A e A C HC. Como isto acontece para cada
f € HC, este conjunto é vizinhanca de todos os seus pontos e, portanto,
é aberto.

Esta entédo visto que H é compacto relativamente a topologia da con-
vergéncia pontual. Mas, pela proposicao(3.2.2] isto equivale a afirmar
que é compacto relativamente a topologia da convergéncia uniforme, o
que termina a demonstracao. [

Vai ser visto como é possivel demonstrar este teorem sob a hipé-
tese adicional de que K é metrizavel, sem recorrer a proposigao |3.2.2
nem ao teorema de Tychonoff. Sabe-se, pelo corolario que K é
separavel, ou seja, que existe algum sub-conjunto denso de K da forma
{kn | n € N}. Para mostrar que F é relativamente compacto basta, pela
proposicéao mostrar que qualquer sucessao de elementos de F tem
alguma sub-sucessiao convergente.

Seja entao (f,)necny uma sucesséo de elementos de F. Como a suces-
sao (fn(lq ))n iy € uma sucesséo limitada de nameros reais, tem alguma

sub-sucessao convergente (fn(k1 )) KN, Pelo mesmo motivo, a sucesséo

(fr(k2)), cn, tem alguma sub-sucesséo convergente (fu(k2)), en,- Obvi-
amente, a sucessio (fn(lq ))n €N, também é convergente. Continuando
deste modo, obtém-se sub-sucessoes (fn)nen,, cOmIN DNy DNy D -+
tais que, para cada p € IN, (fo(kp)) e, converge quando p < k. Se-
jam g; o primeiro termo da sucesséo (f,,)nen,, g2 0 segundo termo da
sucessdo (fn)nen, € assim sucessivamente. Entao (gn)nen € uma sub-
-sucessao de (f,)nen € (gn(km))nem converge, para cada m € IN. Vai-se
mostrar que a sucessio (g, )Jnen converge em C(K); para tal, basta mos-
trar que é de Cauchy, pois C(K) é um espago métrico completo, uma
vez que é um fechado de J;(K) (como foi visto no exemplo

pagina 15)) e este espaco é completo (como foi visto no exemplo[1.5.4{na
pagina [34).

2Mais precisamente, vai ser visto como demonstrar que decorre das duas condicdes
do enunciado que a familia F é relativamente compacta.
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Seja ¢ € R%. Como J é equicontinuo, entéo, pela proposicéo|3.2.1]
J é uniformemente equicontinuo, pelo que existe algum & € R* tal que

(vn € IN)(Vk, k' € K) : d(k, k') < 8 = |gn(k) — gn(K')| <

W ™

Como K é compacto, existe N € IN tal que K C U}i] B(kn,0). Se k € K,
sejaj €{1,2,...,N} tal que d(k,k;) < 6. Entéo, se m,n € NN,
|gm (k) — gn (k)| <

< ‘gm(k) - gm(k))} + ’gm(k]) - gn(k))} + ’gn(k)) - gn(k)}

2
< §+|gm(kj)—9n(kj)\- (3.5)

Como a sucessao (gn(k)-))n o converge, é uma sucessao de Cauchy;
existe entdo algum p; € N tal que m,n > p; = ]gm(kj) — gn(k]-)‘ < €/3.
Entéo, se p =max{p; |j €{1,2,...,N}}, deduz-se de (3.5) que

(vmyneN):mn>p=|gmn(k) —gn(k)| <e.
Como isto tem lugar para cada k € K, esta entdo provado que

(Vmym e N): myn >p = sup|gm — gnl| < &.

3.3 Exercicios

1) Seja F o conjunto das funcéo continuas de [0, 1] em R tais que
(Vx € R) : f'({x}) é finito.

Mostre que F é denso em C([0, 1]) relativamente a métrica do supremo.

2) Seja F o conjunto das func¢ées continuas e limitadas de R em R tais
que
(Vx € R) : f'({x}) é finito.

Mostre que F nao é denso no espaco das fungoes continuas e limitadas
de R em R relativamente a métrica do supremo. Sugestdo: mostre que
a funcao seno néo é ponto aderente de F.

3) Sejam K um espaco topolégico compacto e F uma algebra de funcgoes
de E em R que contém as fungdes constantes. Considere-se a seguinte
condicao:

(Vx,y € BE):x #y = ((3f € F) : f(x) # f(y)). (3.6)
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Segundo o teorema de Stone-Weierstrass, a condicéo (3.6) é suficiente
para que J seja um sub-conjunto denso de C(K) (relativamente a métri-
ca do supremo).

1. Mostre que se se considerar em R a topologia grosseira T, e a
topologia dos complementares finitos J; (definida no exercicio
do capitulo [2), entao

a) (R,Ty) e (R, T¢) sdo compactos;
b) qualquer funcéo continua de (R,7y) ou de (R, T¢) em R (mu-
nido da topologia usual) é constante.

Deduza que, em geral, a condicdo (3.6) ndo é necessaria para que
JF seja um sub-conjunto denso de C(K).

2. Mostre que se K for um espaco métrico compacto entéo a condi-
cao (3.6) é necessaria para que JF seja um sub-conjunto denso de

C(K).
4) Seja f: [0,1] — R uma funcéo continua e seja ¢ € R* . Mostre que
existe algum n € Z, e que existem ao, a;,...,a, € R tais que
(Vx € [0,1]) : |f(x) — Z are*| < e.
k=0

5) Seja K um compacto de R". Mostre que o conjunto das funcédes
polinomiais de K em R é denso em C(K) relativamente & métrica do
supremo.

6) Na definicao de algebra de funcoes uma das condicdes é
(Vfe F)VA e R): Af e F.

Suponha que nesta condigdo se substitui R por Q. Mostre que o enun-
ciado do teorema de Stone-Weierstrass continua valido.

7) Seja f: R — R uma funcéo continua e periédica de periodo 27t. Se
neZzZ,,seja

1 P27t
an(f) = — cos(nx)f(x) dx
T Jo
e,sen € N, seja
-] r27T
bn(f) = — sen(nx)f(x) dx.
T Jo
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Mostre que as sucessdes (an(f))n€Z+ e (bn(f)), .y caracterizam com-
pletamente a funcédo f. Posto de outro modo, mostre que se g: R — R
também for uma funcdo continua de periodo 27t e se f # g, entéo existe
algum n € Z, tal que a,(f) # a.(g) ou existe algum n € N tal que

b () # bn(g).

8) Sejam K um espaco topolégico compacto e F uma algebra de funcoes
continuas de K em C que contém as funcoes constantes e que separa os
pontos. Suponha que

- (VfFedF): if € T

- (VMfeF):fed.
Mostre que F é denso no espaco das funcgdes continuas de K em C
relativamente a métrica do supremo.

9) Deduza do exercicio anterior que as funcdesde S' (={zc C ||zl =1})

em C da forma
S — C

n
z ~o E aka
k=m

(comm,neZ,m<neag € Cquando m < k < n) formam um sub-con-
junto denso no espaco das funcdes continuas de S em C relativamente
a métrica do supremo.

10) Use o teorema de Arzela-Ascoli para demonstrar que, em C([0, 1]),
S(0,1) ndo é um compacto.

11) Seja F o conjunto das funcées f: [0, 1] — [0, 1] tais que
(Vx,y € [0,1]) « [f(x) — f(y)| < Ix —yl.
1. Mostre que cada f € F é continua.

2. Considere em J a métrica do supremo. Mostre que F é compacto.

12) Seja (ny)renw uma sucessdo estritamente crescente de nimeros
naturais. Mostre que a aderéncia do conjunto de funcées {fy, | k € IN}
de ([0, 27t]) definido por fi.(x) = cos(nx) nédo é compacta relativamente
a métrica do supremo. Deduza que a sucesséo de funcoes

([0,271] — R )
X —  cos(nx) neN

ndo tem nenhuma sub-sucessio uniformemente convergente para uma
funcao de [0, 271] em R.



Apéndice A

Resolucoes de exercicios
seleccionados

Capitulo

Exercicio n%5| (alineas (3| e[4])

E imediato, directamente a partir da definicéo, que, dados r,s € @Q,
dy(r,s) > 0 equed,(r,s) =0seeséser =s. Para demonstrar que
dy,(r,s) = dy(s, ), observe-se que esta igualdade é trivial se r = s; caso
contrario, se se escrever:

r—s :pvp(r—s) . E
b
com (a,p) = (b,p) =1, entdo tem-se:
= pw—s) 4
s—T="p 5

e (—a,p) = (b,p) = 1. Sendo assim, é claro que v,(s — 1) =v,(r—s) e,
portanto, que d,(r,s) = d, (s, 7). Finalmente, pretende-se demonstrar
que se t € Q, entao

dp(r,t) < max{dy(r,s),dp(s,t)}. (A.1)

Antes de se passar a demonstracao desta afirmacéo, observe-se que
ela implica que se tem d,(v,t) < d,(7,s) + dy(s,t). Por outro lado, ao
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demonstrar-se (A.I), pode-se supor que T, s e t sdo distintos dois a dois.
De facto, se v = t, entéo reduz-se a 0 < max{d,(r,s),dp(s,t)} e
ser=sous =t, entdo reduz-se a d,(r,t) < d,(r,t). Sera entéo
suposto que T, s e t sdo dois a dois distintos; pretende-se provar que

It — tl, < max{[r—sl,,|s —tlp },
ou seja, mostrar que
vp(r—1t) > min{v,(r—s),vp(s —t)}.

Sejam « = r—s e B = s —t. Com esta notacdo, pretende-se mostrar
que vy (oc+B) = min{v, (), v, (B)}. Sejam a, b, c,d € Z nimeros primos
com p tais que:
— vp(r—s) | E e — vp(s—t) | E
x=p peh=p 1
Vai-se supor que v, («) < v,(); a demonstracéo é analoga se v, (x) >
vy (). Tem-se entao:

X+ [3 :pvp(“) . % +p"v(f3) .

vp(B)—vp ()
— (@ TP c A2
P od (A.2)

{ o

Sejamn € Z, e e € Z tais que (e,p) =1 e que
a+prBlveldde — pn e (A.3)

seja f = b.d. Entao (f,p) =1 e deduz-se de (A.2) e de (A.3) que:

e
o — Vplx)+m =
+B=p F

logo,

Vp(“"‘ B) :Vp(“) +n
=min{v,(«),v,(B)} +n
> min{v, (), v, (B)}.

Exercicio n%9

Sejam x,y € E; pretende-se mostrar que d(x,y) > 0. Basta observar
que 0 = d(X,X) < d(X)y) + d(y)x) = Zd(x,y)
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Exercicio nd18

A funcao nao é continua; de facto, vai ser visto que é descon-
tinua em todos os pontos do dominio. Seja f € C([0, 1]); pretende-se
demonstrar que:

(Je > 0)(V6 > 0)(3g € €([0,1])) : dy(f,g) < b e ‘f(O) — g(O)| > e

Seja ¢ = 1 e seja d > 0. Se se encontrar uma funcéo h € C([0, 1]) tal que

1
L hl(= i (h,0)) <5

e que |h(0)] > 1, entao a fungdo g = f + h sera claramente tal que
d;(f,g) < 6 e que [f(0) — g(0)| > 1. Basta escolher h com um grafico

como o daffigura A.1] Mais precisamente, considere-se:

{]—t/d set<d

h(t) =
0 set > d.

1

com d €]0,1]. Entaoh(0) =1e J |h| = d/2. Basta ent&o escolher d tal
0
que 4/2 < 6.

Figura A.1

2 Sim, a funcéo é continua e é mesmo uniformemente continua, ou
seja, dado € € R existe algum & € R tal que

(vf,g € €(10, 1)) : duol(f, g) < & = [£(0) — g(0)] < e.
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Com efeito, basta tomar 6 = ¢, pois se d.(f,g) < ¢ entédo

|£(0) — g(0)| < sup [f(x) — g(x)| = dwl(f,g) <.

x€[0,1]

Exercicio n921

Afirmar que a funcao é descontinua em todos os pontos do dominio
equivale a afirmar que:

(VreQ)(Fe >0)(Vo >0)(Tr' € Q) : dp(r,r') <eed(r,r) > e.

Sejam entdor € Q, ¢ = 1 e & > 0; pretende-se encontrar um nimero
racional v’ tal que d,(r,r’) < 8 e [r — 1’| > 1. Para tal basta encontrar
um numero racional h tal que |h|,(= dy(h,0)) < d e |h| > 1; uma vez
encontrado um tal h, bastara considerar v’ = r + h. Sejan € N tal que
p~ " < 6. Entdo [p™|, =p™ < b (por escolhaden) e [p"| =p™ > 1.

@. Sim; basta considerar a funcio que envia r(€ Q) em [r[,. Que
esta funcéo é continua é uma consequéncia imediata do exercicio
pois, para cada r € Q, [r, = d,(1,0).

Exercicio n925|

Que as aplicagoes f: C — C da forma f(z) = wz + p ou f(z) =
wz+ B, em que w, 3 € C e |w| =1, sdo isometrias é 6bvio; o problema
consiste em saber se ha ou néo outras isometrias. De facto n&o ha.
Para demonstrar esta afirmacéo, seja f: C —> C uma isometria; sejam
B =f(0) e w = f(1) —(0). E claro que |w| = 1, pois |w| = |f(1) — f(0)| =
IT—0] =1. Seja

g C — C
z o~ (f(z) = B)/w;
é claro que g é uma isometria, que g(0) =0 e que g(1) = 1. Pretende-se
demonstrar que g é a identidade ou a conjugacao; no primeiro caso
ter-se-a entao que, para qualquer z € C, f(z) = wz + 3 e no segundo
caso ter-se-a, para qualquer z € C, f(z) = wz + B.
Primeira resolucéo: Vai-se comecar por mostrar que:

(Vze C):g(z) =zoug(z) =z
Seja entao z € C e seja w = ¢(z). Sabe-se que [w| = |z| e que [w — 1| =
]g(z) — g(])| = |z —1|. Mas também se sabe que:
lz—1P=w—1% < |z —2Rez+1=|w|* —2Rew + 1
—> Rez =Rew
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pois |z| = |w|. Logo, tem-se:
(Imz)? =|z]*> — (Rez)? = w|* — (Rew)? = (Imw)?

e, portanto, Im z = + Im w; logo, z = w ou z = w.

Falta mostrar que se tem sempre g(z) = z ou se tem sempre g(z) = z.
Suponha-se, por reducgdo ao absurdo, que existe algum z € C tal que
g(z) = z # z e que existe algum w € C tal que g(w) = w # w. Entéo
z—w| = |g(z) — g(w)| = |z— w|. Mas tem-se

lz—W| =|z—w| <= (Rez—Rew)? + (Imz +Imw)? =

= (Rez—Rew)? + (Imz — Imw)?
<~ Imz+Imw==x(Imz—Imw)
<~ Imz=00u Imw=20
= z=Zouw=w

0 que € absurdo.
Segunda resolucdo: Tem-se

l9())] = |g(1) — g(0)| =[i— 0] =1

lg() = 1] =[g(i) —g(M| =i =11 =V2,

pelo que g(i) esta na intersecgao da circunferéncia de centro O e raio 1
com a circunferéncia de centro 1 e raio v/2 (veja-se a figura ; logo,
g(i) = 1. Suponha-se que ¢g(i) = i; pretende-se demonstrar que g é a

Figura A.2: Circunferéncias de centros 0 e 1 e raios 1 e v/2 res-
pectivamente

identidade. Seja z € C. Sabe-se que |g(z)| = Iz|, que |g(z) = 1| =z —1|
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e que |g(z) —i] = |z — 1|, ou seja que g(z) esta situado simultaneamente
nas trés circunferéncias de centros 0, 1 e i e de raios respectivamente
lz|, |z — 1] e |z — i|. Mas trés circunferéncias com centros néo colineares
s6 possuem, no maximo, um ponto comum e z pertence a cada uma
delas; logo g(z) = z.

Se g(i) = —i, define-se, para cada z € C, §(z) = g(z). A funcéo §
uma isometria, G(0) = 0, g(1) = 1 e g(i) = i. Como ja foi visto, G é
funcao identidade, pelo que g é a conjugacio.

é
a

Exercicio n928

Se I for um intervalo aberto de R e se a € I, existem 1,1, € R*, tais
que Ja —ri,a+ r[C 1. Se r = min{ry, r,}, entdo Ja — r,a + r[C 1. Mas
la —r,a+ r[=B(a,r). Esta entao provado que

(Vae R)(Ir € RY) : B(a,r) C I,
ou seja, que I é um aberto.
Exercicio n931/1| (métrica p-adica)

O conjunto em questdo nao é nem aberto nem fechado em @ relati-
vamente a métrica p-adica. Para ver que néo é aberto, observe-se que
se ¢ > 0, entdo a bola B(0, ¢) ndo esta contida em [—1,1] N Q; de facto,
sen € N for tal que p™™ < ¢, entdo p™ € B(0,¢) mas p™ & [—1,1] N Q.
Para ver que [—1,1] N Q nédo é fechado em () sera demonstrado que
nenhuma bola aberta B(r,e) com r € Q e ¢ > 0 esta contida no com-
plementar de [-1,1 N Q. Sejam k,a,b € Z tais que r = p*¢ e que
(a,p) = (b,p) = 1. Se se tomar n € N tal que p ™ * < ¢, entdo
T — r;% € B(r, ¢); basta entédo escolher n tal que ’r — r;}f%‘ < 1 para

que se tenha r — r;% e [-1,11nQ.
Exercicio n435|

Por hipétese, b € B(a, ), ou seja, d(a,b) < r. Basta entéo provar
que B(a,r) C B(b, r); por simetria, a inclusédo oposta ficara também de-
monstrada. Seja entéo ¢ € B(a, r); pretende-se mostrar que ¢ € B(b, 1),
ou seja, mostrar que d(c,b) < r. Mas d(c,b) < max{d(c, a), d(a,b)} <
r pois d(c,a) <red(a,b) <.

2l Seja c € B(a,r); pretende-se demonstrar que ¢ € B(b,s). Seja
x € B(a,r) N B(b,s). Tem-se:

d(c,b) < max{d(c,x),d(x,b)} < max{d(c,a),d(a,x),d(x,b)}.
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Mas d(c,a) < r <s,d(a,x) <r < sed(x,b) <s; deduz-se entdo que
d(c,b) <s

Bl Sejam a € E e r €]0,+oc[; pretende-se demonstrar que B(a,T)
é um fechado de E, ou seja, que o conjunto {x € E|d(x,a) > r} é um
aberto. Seja entdo x € E tal que d(x, a) > r. Abola B(x, ) ndo intersecta
B(a,r) pois se a interseccao nao fosse vazia deduzir-se-ia da alinea
anterior que B(a,r) = B(x, 1), 0 que é absurdo porque x ¢ B(a,r).

Pretende-se agora demonstrar que B’(a,r) é um aberto. Seja x €
B’(a,r); vai-se mostrar que B(x,r) C B’(a,r). De facto, se y € B(x, 1),
entdo d(y, a) < max{d(y,x),d(x,a)} <.

Exercicio n{41] (relativamente ao exercicio [32)

Observe-se que a topologia induzida pela métrica d., é mais fina do
que a topologia induzida pela métrica d;. De facto, a funcéo identidade
de (C([0,1]),ds) em (C([0,1]),d;) é continua, porque se f,g € C([0,1]),
entao:

|
dmf,g)zj if—g|
0

1
<J sup|f — g|
0

= sup|f — ¢|
— doo(f) 9)

Logo, qualquer aberto (respectivamente fechado) de (C([0,1]),d;) é um
aberto (resp. fechado) de (C([0,1]), ds). Deduz-se que se A C C([0,1]),
entdo a aderéncia de A relativamente a d., esta contida na aderéncia
de A relativamente a d; e o interior de A relativamente a d,, contém o
interior de A relativamente a d;.
1} Seja A ={f e €([0,1]) | f(0) = 0}. Foi visto, no exercicio[18 que a
funcao
ce(o,1) — R

£ - £(0) (A4)

é continua relativamente a métrica d.,; logo, o conjunto A é fechado
(relativamente a métrica d.,), pois é a imagem reciproca de {0} pela
funcao (A.4) e, portanto, é igual a sua aderéncia.

A aderéncia de A relativamente a d; é o espaco C([0, 1]). De facto,
sejam f € C([0, 1]) e ¢ > 0; quer-se mostrar que existe g € B(f, ¢) tal que
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g(0) =0. Seja ¢’ €]0,1] e seja

g: [0,1] — R
fle')x/e! sex<e’
X >
f(x) caso contrario;

vejam-se os graficos de f (a cheio) e de g (a tracejado) na [figura A.3
Entao tem-se:

Figura A.3

1

d1(f,g):L It gl

sendo M o maximo de |f|. Basta entdo escolher ¢’ < ¢/2m.

O interior de A relativamente a d., é vazio. De facto, se f € C([0,1]) é
tal que f(0) = O0ese e > 0, entdo afuncéo g € C([0, 1]) definida por g(x) =
f(x) + ¢/2 esta na bola B(f, ¢), mas g(0) # 0. Deduz-se das observacoes
feitas no inicio da resolucdo que o interior de A relativamente a d;
também é vazio.

@. Seja A ={feC([0,1])] (Vte[0,1]): ‘f(t)‘ < 1}. O conjunto A é,
relativamente a métrica d.,, a bola B(0, 1), sendo 0 a funcéao nula. Logo,

é aberto e, portanto, igual ao seu interior. Relativamente a métrica d;,
o conjunto A tem o interior vazio. Para o demonstrar, tome-se f tal que
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(Vt € [0,1]) : [f(t)| < T e tome-se ¢ > 0. Considere-se a funcao:

h: [0,1] — R
2—4x/e sex< ¢
X A
0 caso contrario.

Entédo d;(f,f + h) = ¢/2 < ¢ pelo que f + h € B(f,¢), mas (f + h)(0) =
f(0)+2>1,peloque f+h ¢ A.
Sejam A’ a aderéncia de A relativamente a métrica d; e A* a ade-
réncia relativamente a métrica d.,. Sabe-se que
A*c{fec(o,1) | (vtelo,1):|f(t)] <1},

pois este ultimo conjunto é, relativamente & métrica d,, a bola B’(0, 1)
e, portanto, um fechado. De facto, este conjunto é igual a A*, pois se
(vt € [0,1]) : |f(t)| < 1 esee>0,entdo a fungéo

g: [0,1] — R
{f(x)(] —eh) see< |

0 caso contrario.

X

pertence a A e d(f,g) < e. Deduz-se entdo das observacoes feitas

no inicio da resolucéo que {f € C([0,1]) | (Vt € [0,1]) : |[f(t)| <1} C A"

Finalmente, vai-se demonstrar que esta inclusiao é uma igualdade. Seja
fe 0,1\ {fee(o1])]|(vtelo,1]):|f(t)<1};

pretende-se mostrar que f ¢ A’. Existe algum t € [0, 1] tal que f(t) >
1 ou que f(t) < —1. Vamos supor que estamos no primeiro caso; o
outro caso é analogo. Seja r = f; max{f(t),1} — 1dt e seja g € B(f,1);
pretende-se mostrar que g ¢ A. De facto, se se tivesse g € A, entdo, em
particular, ter-se-ia g(t) < 1 para qualquer t € [0, 1]. Logo, para cada
t € [0, 1] ter-se-ia:

— se f(t) (1) —g(t)| = f(t) —g(t) = f(t) — 1 = max{f(t),1} —1;
— se f(t) < 1, max{f(t),1} — 1 =0 < [f(t) — g(t)].

Em ambos os casos tem-se entdo max{f(t),1} — 1 < |f(t) — g(t)], pelo
que:

1
dI(f,g):J It — gl
0

1
> J max{f(t),1} —1dt
0
:T’
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o que é absurdo pois, por hipétese, g € B(f, 1).

@ Seja A ={f € C([0,1]) | fo f = 0}. Relativamente a métrica d;, A
é fechado e, portanto 1dentlco a sua aderéncia. De facto, se f c AS,
entéo a bola B(f, | J"O f|) néo intersecta A, pois se d; (f, g)

J; 9=J1(9—f)+J1 f; (A.5)

0 0

j;(g—f)'<j;|g—f|<£f.

Visto que a relacao (A.5) exprime f; g como a soma de dois nimeros
com valores absolutos distintos, este nimero ndo pode ser igual a 0.
Deduz-se das observacoes feitas no inicio da resolucao que A é fechado
relativamente a métrica d., e que, portanto, também neste caso é igual
a sua aderéncia.

O interior de A relativamente a métrica d., é vazio. Para ver isso,
basta observar que se f € A e ¢ > 0 e se se definir g € B(f,¢) por
g(x) = f(x) + ¢/2, entéo fg) g = ¢/2, pelo que g ¢ A. Pelas observacoes
feitas no inicio da resolucdo, sabe-se que o interior de A relativamente
a métrica d; também é vazio.

mas

Exercicio n42

Cada conjunto M(I) é fechado por ser a interseccao de todos os
conjuntos da forma

{fec(o,1) [ fly)—f(x) >0} (A.6)
ou da forma

{fec(o,1) [ fly) —f(x) <0} (A.7)
comx,y € [ ex <y. Cada conjunto do tipo (respectivamente (A.7))
é fechado por ser a imagem reciproca de [0, +oo[ (resp. ]| — 0o, 0]) pela

funcéo continua F, : C([0,1]) — R definida por F, , (f) = f(y) — f(x).
O interior de M(I) é vazio, pois se f € C([0, 1]) for crescente em I e
se ¢ € R*, entdo, dado a € I, seja d € R* tal que

(Vxe[0,1]):[x—al < b = ‘f(x) —f(a)| < €.

Seja g € C([0,1]) uma funcéo que se anula fora de Ja — 6, a + [, que
toma o valor ¢ em a e que s6 toma valores entre 0 e ¢ nos restantes
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pontos do dominio. Seja h = f — g (vejam-se, na figura 0s
graficos das restricoes a I de f e de h). Entéo h|; ndo é monétona, pois
nao é crescente (h(a—0%) = f(a—0) > f(a) —e¢ = h(a)), nem decrescente
(h(a) < f(a) < f(a+6) = h(a + 8)), mas d(f,h) = ¢, pelo que f néo
pertence ao interior de M (I).

fla+96) h(a+3)
f(a)
fla—29) h(a—19)
h(a)
Figura A.4

Analogamente, se f € C([0, 1]) for decrescente, entao f nao pertence
ao interior de M(I).

Exercicio n448|

Seja a € E; e seja (a,)neny Uma sucessao que converge para a; quer-
-se prover que a sucessao (f(a,))nen converge para f(a). Por hipétese,
esta sucessao converge para algum b € E,. Considere-se a sucessao
a,a,az, a,as,aq,..., que converge para a. Logo, a sucessao das suas
imagens pela funcao f converge. Como a sub-sucessao dos termos de

ordem par das imagens converge para f(a) e a dos termos de ordem
impar converge para b, f(a) = b.

Exercicio n949|

Seja (xn, f (Xn))n <y uma sucesséo de pontos do gréfico e suponha-
-se que converge para (x,y) € R?; vai-se mostrar que (x,y) também
pertence ao grafico, i. e. que y = f(x). Tem-se x = lim, ¢ x,, € resulta
entdo da continuidade de f que f(x) = lim, ¢ f(xn) = y.

2. Sim. Considere-se, por exemplo a funcéo

R — R
{Vx caso x # 0
X

0 caso x = 0,
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cujo gréafico estd representado na

Figura A.5

Exercicio n%55

Seja (an)nen uma sucessao de Cauchy de um espago métrico dis-
creto (E,d). Entao existe algum p € N tal que, para cada m,n € N,

mn>p=—dlan,a,) <1.

Mas afirmar que d(an,,a,) < 1 é o mesmo que afirmar que a,, = a,.
Posto de outro modo, se n > p, a, = a,,. Logo, lim,cy an = a,.

Exercicio n%58

Se m,n € N, entéo d;(f,.,fn) é a area da regido a sombreado da
Aquela regido é formada por dois tridngulos congruentes,
pelo que a sua area é igual ao dobro da do triangulo de baixo. Este
altimo tem por base o segmento que une (/2 —1/2n,0) a (1/2—1/2m,0),
cujo comprimento é |1/2n — 1/2m/|, e a altura é /2. Logo, a area da regido
a sombreado é |1/n — 1/m|/4.

Entéo, dado ¢ € R*, se p € N for tal que '/p < 4¢, tem-se, sempre
m,n € N forem tais que m,n > p:

1 1
1 1 <E<R<E sem>n

di(fpm,fn) ="—"C(=0<¢ sem=n

pelo que a sucesséao (f,, ). é de Cauchy.
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12 1

Figura A.6

. Vai-se provar, por reducéo ao absurdo, que a sucesséo da ali-
nea anterior ndo converge. Suponha-se entédo que a sucessao (fn)nen
converge para uma funcéao f € C([0, 1]).

Primeiro método: Vai-se provar que caso a sucessao da alinea ante-
rior convergisse para uma funcao f € C([0, 1]), entao tinha-se necessari-

amente
1
f(x) {O sex<1/2

1 sex>1/.

Como nao ha nenhuma funcao continua de [0, 1] em R nestas condicées,
isto prova que (f,)nen Nnéo converge.

Seja a € [0,1/2[ e seja e € R*. Sen € IN for suficientemente grande,
entdo d;(f,f,) <eel/2—1/2n > a. Logo, para um tal n tem-se:

[
0

ra
< | Il
Jo

ra

= | |f—f.|(pois f,, anula-se em [0, a])

r1
< |f_ fn‘
0

=d; (fa fn)
< E.

Como se tem [ f| < ¢ para cada a € [0,1/2[ e para cada ¢ € R*, a
funcéo
0,72[ — R
a ~ fgf
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é a funcao nula, pelo que a sua derivada também se anula. Mas a
derivada é a restricdo a [0, 1/2[ de f.

Analogamente, a fungao f — 1 anula-se em ]1/2, 1], ou seja f(x) =1
sempre que x > 1/2.

Segundo método: Seja R_: C([0,1]) — €([0, 1/2]) a funcao definida
por R_(f) = flj0,1,,); analogamente, seja R, : C([0,1]) — C([1/2,1]) a fun-
cao definida por R (f) = f|j1,,17. Cada uma destas funcoes é continua
pois, se g,h € C([0,1]),

1/
dﬂRJMRJM)zk g— Nl

1
<Jm—m
0
- d1 (g)h)

e, pelo mesmo argumento, d; (R, (g),R.(h)) < di(g,h); logo, basta
tomar 0 = ¢ na definicédo de continuidade. Entéao, pela proposicéo|(1.4.5]

R_(f) = R_ (hm fn> = lim R_(f,,).
neN neN

Mas (Vn € N) : dy (R_(fn),0) = 5=, pelo que R_(f) = 0. Pelo mesmo
argumento, R, (f) = 1. Isto é absurdo, pois f(7/2) ndo pode ser simulta-
neamente O e 1.

Bl Primeira resolucéo: Seja (fn)new uma sucesséo de Cauchy em
(C([0,1]), ds ); quer-se provar que converge. Visto que, por hipétese, se
tem

(Ve e R7)(Fp e N)(Vmyn e N): myn > p = sup|fm — fnl <,
entdo, para cada x € [0, 1] tem-se
(Ve e R)(Fp e N)(Ymym e N) :myn > p = |fn(x) — fn(x)| <,

ou seja, a sucessio (f,,(x))nen € uma sucessio de Cauchy de nimeros
reais. Logo, converge para algum f(x) € R. Falta ver que f € C([0,1]) e
que lim, . f,, = f.
Sejam a € [0,1] e ¢ € R* ; quer-se mostrar que existe algum 6 € R*
tal que
(Vxe[0,1]):[x—al < b= ‘f(x) —f(a)| < e.

Seja p € N tal que

(VmymeN):myn >p = sup|f, — fnl < %
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Entao

(Wx € 10,1]) : }f(x) — fp(x){ = lligﬂl\]‘fm(x) — fp(x)]

/AN
NI ™

(A.8)
Como f,, é continua, existe € R tal que

(Vxel0,1]):x—al<d= ‘fp(x) —fp(a)] <

N

Logo, se x € [0, 1] for tal que |x — a| < 9, entao
f(x) —f(a)} < }f(x) —fp(x)| + ‘fp(x) —fp(a)’ + ‘fp(a) —f(a)’
€ € ¢
< Z + z + 4_1
=¢.

Finalmente, o argumento usando para demonstrar (A.8) pode ser
usado para mostrar que, mais geralmente,

(VneN)(vxel0,1]):n>p = ]f(x) —fn(x)‘ <= <,

N o

ou seja, que
(VnelN):n>p= df,fn) <e.

Isto é afirmar que (f,,)n,cn converge para f.

Segunda resolucio: O espaco métrico (C([0,1]), d) € um sub-espaco de
(F1([0,1]), ds), que é um espago métrico completo (exemplo[1.5.4). Logo,
para mostrar que (C([0, 1]), d.) é completo basta, pela proposicao
que se mostre que C([0, 1]) é um fechado de (F¢([0, 1]),ds). Mas isso
foi visto no exemplo Para além do método empregue neste
exemplo, também é possivel demonstrar directamente que C([0, 1]) é
um fechado de (F1([0, 1]), dw), i. €. que 0 seu complementar é um aberto
de (F.([0,1]), ds). Para tal, seja f € F1([0, 1]) uma funcao descontinua.
Entéo f é descontinua em algum a € [0, 1], pelo que, para algum ¢ € R,

(Vo e Ry )(Ix € [0,1]):lx —a] < &A !f(x) —f(a)‘ > e

Seja g € B(f,¢/3). Se 6 € RY, sejax € [0,1] tal que [x — a| < & e que
|f(x) — f(a)| > . Entao, se se tivesse |g(x) — g(a)| < ¢/3, tinha-se

f(x) = f(a)] < [f(x) — g(x)| + [g(x) — g(a)| + |g(a) — f(a)]
£ £ £
< g + g + g

:e,

o que nao se verifica. Logo, g também € descontinua em a. Esta entéao
provado que se f € ([0, 1])C, entéo existe alguma bola aberta centrada
em f contida em €([0, 1])C.
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Exercicio n%61]

Basta aplicar o teorema do ponto fixo de Banach a funcao
E — E
x ~  F(i,x)
para cada i€ L.
@ Seja i € I; quer-se mostrar que a funcéo
I — E
i o~ b
é continua. Se j € I tem-se:

de (¢1, d;) = de (F(i, d1), F(G, b5))
< de (F(i, d1), F(G, d1)) + de (F(G, d1), F(G, d5))
< de (F(i, d1), F(j, d1)) + Kde (s, d5),
pelo que

1
dE(d)ud)]) < de(F(l) (bl))F()?d)L)) (A.9)

Seja ¢ > 0. Como F é continua em (i, ¢;), existe 6 > 0 tal que
dixe ((1, d1), (G, dx)) < & = de (F(i, d1), F(G, dx)) < (1 —K)e.
Logo, se di(i,j) < 8, tem-se dixe ((i, 1), (j, di)) < b e entéo
de (F(i, 1), F(G, d1)) < (1 —K)e.
Deduz-se entdo de que de (i, d;) < €.
Exercicio n%66)

Se nédo existesse nenhuma funcao nas condi¢ées do enunciado,
entdo tinha-se C([0, 1]) = U,y M(I5). Mas como, relativamente a mé-
trica do supremo, cada M(I,) é um fechado com interior vazio e como
(€([0,1], ds) € completo (terceira alinea do exercicio[58), a reuniéo dos
conjuntos M(I,,) (n € N) tem interior vazio, pela versido do teorema
de Baire enunciada na pagina em particular, nao pode ser igual a
e(10,11).

2l Seja f € ([0, 1]) uma funcéo que néo pertenca a nenhum conjunto
da forma M(I,,) (n € IN). Entéao f esta nas condicées do enunciado: se I
for um intervalo de [0, 1] com mais do que um ponto, entdo I O I, para
algum n € IN. Mas f ndo é monétona em I, pelo que nédo é monétona
em .
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Capitulo 2

Exercicio n%

Pela definicdo de T sabe-se que (), R € T; falta entédo ver que T é
estavel para a reunido e para a interseccao finita.

Seja (Ai)icr uma familia de elementos de T e seja A = (J;; A
pretende-se mostrar que A € T. Se algum A; for igual a R, entao
A = R € T; pode-se pois supor que todos os A; sdo diferentes de RR.
Também se pode supor que todos os A; sdo diferentes de (), pois caso
contrario tem-se duas possibilidades.

— Qualquer A; é vazio; entdo A =) € 7.

— Existe algum i € Ital que A; # 0; sejal’ = {ieI|A;#0} E
entdo claro que A = J;o;/ As.

Esta-se entédo a supor que cada A; é da forma | — oo, a;[. Mas é entéo
claro que A = ]—oo,sup{a; |[i eI} e T.

Sejam agora A1, A, € T, pretende-se mostrar que A; NA, € TJ. Mais
uma vez, pode-se (e vai-se) supor que cada A; (i € {1,2}) é da forma
] — 00, a;[. E entéo claro que A; N A, =] — oo, min{a;, a,}€ 7.

Nota: Pelo mesmo motivo atras apresentado, dado um conjunto X
e um conjunto T C P(X) tal que (), R € T, se se pretender demonstrar
que T é estavel para a reunido e para a interseccao finita, pode-se
sempre supor que se estd a trabalhar com elementos de T distintos de ()
e de X.

2} Se (E,d) é um espaco métrico e x,y € E, ha abertos que contém x
mas néo contém y; basta considerar, por exemplo, B (x, d(x, y)). Logo,
se a topologia T fosse metrizavel, entédo dados x,y € R haveria algum
AcTtalquex c Aey¢A. Mas isto é falso: tome-sex =1ey =0. E
claro, pela definicao de 7, que qualquer elemento de T que contém x
também contém y.

Bl Suponha-se, por reducéo ao absurdo, que a topologia T é pseudo-
-metrizavel; existe entdo uma pseudo-métrica p: R x R — R tal que
os abertos correspondentes sdo os elementos de T. Sabe-se, pela alinea
anterior, que p ndo pode ser uma métrica, ou seja, que existem x,y € R
tais que x # y e p(x,y) = 0. Entao qualquer aberto A que contenha x
contém y e reciprocamente. De facto, se x € A, entéo existe algum ¢ > 0
tal que B(x,¢) C A. Mas y € B(x,¢), pelo que y € A. Isto é absurdo,
pois se x <y, o aberto | — oo, y[ contém x mas ndo contém y e se y < x,
entéo o aberto ] — oo, x[ contém y mas néo contém x.
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Exercicio n%6

Vai-se resolver o problema desta alinea recorrendo ao exerci-
cio bl Quer-se entéo provar que F = {V(I) | I C Clxq,...,x,] } contém
o conjunto vazio, contém C™ e é estavel para reunides finitas e para
interseccoes arbitrarias.

Tem-se () € F porque ) = V({1}). Analogamente, C™ € F porque
C™ = V({0}) (e também é igual a V(0)).

Se ( j)ie1 for uma familia de partes de C[x, ..., x,] entéo, para cada
w € C", tem-se

weﬂv = (Ve :we V(L)
—= VjeD(VPel):Pw)=0
(VPEUI) =0,
jel

pelo que mjel V(L) =V (Ujel Ij)'

Finalmente se I,15,...,I,, € C™[x1,...,xn], seja I = I;.I;...1,;
posto de outro modo, I é o conjunto dos polinémios P € C™[xq,...,Xn]
que sdo da forma [];_, Py, com, para cada k € {1,2,...,n}, Px € L.

Entéao, se w € C™,

we [ V(L) <= Fke{1,2,...,n}) :w e V(Iy)
k=1 = (Fke{l,2,...,n)(VPeL):P(w)=0  (A.10)
— (VP eI): P(w) =0.

Esta ultima implicacdo é uma equivaléncia, pois se néo se tiver (A.10),
entdo, paracadak € {1,2,...,n}, existe algum Py € Iy tal que P (w) # 0,
de onde resulta que P;.P,...P, (€ I) ndo se anula em w. Esta entao
provado que |J;_; V(Ix) = V().

2l A afirmacéo que se pretende demonstrar equivale a esta: os
conjuntos da forma V(I) (I C C[x]) sdo C e as partes finitas de C.

Se I C C[x] entdao I C {0} ou I contém algum P(x) € C[x] ndo nulo.
No primeiro caso, V(I) = C e, no segundo, V(I) C {zeros de P(x)}. Este
ultimo conjunto é finito, pelo que V(I) também é€ finito.

Reciprocamente, seja F C C um conjunto que seja igual a C ou que
seja finito. No primeiro caso, F = V({0}) e, no segundo, se F = {z¢,...,z.},
entdo F = V({[]_,(z—z)}).
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B} Se F é um fechado de (C",T) entéo, para algum I C Clx1,...,xn],

F=V() = ﬂ{zeros de P} = ﬂ P~ ({0}).

Pel Pel

Isto exprime F como uma interseccéo de fechados de C™ relativamente a
topologia usual (pois as funcoes polinomiais de C™ em C sdo continuas
para a topologia usual), pelo que F é um fechado de C™ relativamente a
topologia usual.

Exercicio n%8

Seja T a topologia gerada por B. Visto que T é uma topologia, sabe-
-se que ), R € T e, por outro lado, B C T. No entanto, {(}, R} U B néo é
uma topologia; de facto, se a € R, entao

] —oo,al= ( J]—o00,a—1/n],

nelN

ou seja, | — oo, al, que ndo é um elemento de B U {(), R}, é reunido de
elementos de B U {), R}. Deduz-se que os conjuntos da forma ] — oo, a[
pertencem a 7. Verifica-se facilmente que

BU{D,R}U{] —o0,allac R}

é uma topologia. Trata-se entao necessariamente da topologia gerada
por B.

Exercicio nd15|

Seja V ={V,, | n € N} um conjunto numeravel de vizinhancas de
um ponto a de R; vai-se mostrar que néo é um sistema fundamental
de vizinhancas, i. e. vai-se mostrar que existe alguma vizinhanca de a
que nao contém nenhum elemento de V. Por definicdo de vizinhanca,
cada V,, € V contém algum aberto A,, do qual a é um elemento. Em
particular, A, # (), pelo que o conjunto R \ A, € finito e, por maioria
de razdo, R \ V,, é finito. Logo, o conjunto [ J,,. (R\ V») é finito ou
numeravel; em particular, ndo é igual a R \ {a}. Mas

U B\ Va) #R\{a} <= R\ [] Va # R\ {d}

nelN neN

> (] Va #{al.

nelN
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Existe entao algum x € R tal que x # a e que pertence a todos os
elementos de V. O conjunto R \ {x} é entdo uma vizinhanca de a que
néo contém nenhum elemento de V.

2 Se (R, T) fosse metrizével, entdo seria 1-numeravel, pela proposi-

a0 P23,

Exercicio n917

Nas cinco primeiras alineas, apenas serdao demonstrados os resulta-
dos referentes a topologia T.; as demonstracoes sdo analogas no caso
da topologia T4.

Seja a € R e seja

Vo ={VCR| (e —oo,al)lba cV}.

Vejamos que estes conjuntos satisfazem as condicdes do teorema |2.2.1
Isto é trivial para as trés primeiras condicées. Quanto a quarta, basta
tomar W =]b, a] para algum b €] — oo, al tal que ]b, a] C V. Entao, para
cadaw e W, ]b,a] € V,,, visto que |b,w] C W.

2l Pelo que foi visto na alinea anterior e pelo teorema tem-se

Te={ACR|(VaecA):AecV,.}
={ACR]|(Vae A)(Tb €] —o0,al) :]b,a] C A}.

Logo, os intervalos da forma ]b, a] pertencem a T..

Bl Seja A € J. Entdo para cada a € A existe algum ¢ > 0 tal
que Ja — ¢,a + ¢[C A. Em particular, Ja — ¢,a] C A e, portanto, A é
vizinhanca de a relativamente a topologia T.. Como A é vizinhanca de
todos os seus pontos, A € T..

M. O conjunto ] — oo, 0] é aberto e fechado para a topologia T.. Que
é aberto resulta do facto de que, para cada a €] — 00,0], Ja — 1,a] C
] — 00,0]. Que €é fechado resulta do facto de que, para cada a €]0, +ool,
10, a] C]0, 4+ool.

BL Considere-se

f: R — R

0 sex<O
X Yl
1 caso contrario.

Esta funcéo é descontinua como funcéo de (R,7) em (R, 7). Para ver
que é continua se entendida como funcao de (R, 7.) em (RR,7), basta
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ver que é continua em cada x € R. Se V for uma vizinhanca de f(x),
entdo f~' (V) s6 pode ser igual a ] — 00, 0], a ]0, +0co[ ou a R. Todos estes
conjuntos sao elementos de 7., pelo que f é continua.

O exemplo anterior também serve neste caso.

Basta tomar f(x) = —x. O conjunto ]0, 1] pertence a T., mas
f=1(10,1]) = [~1,0[ e este conjunto néo pertence a T, pois nio é vizi-
nhanca de —1.

A topologia mais fina contida simultaneamente em T, e em T, é
a topologia usual TJ. Por um lado, ja foi visto que tanto 7. quanto T4
contém TJ. Por outro lado, se A € T. N T4, entéo, para cada a € A,
existe b < a tal que |b,a] C A (pois A € T.) e existe ¢ > a tal que
[a,c[C A (pois A € Ty); logo, |b,c[C A, pelo que A é vizinhanca de a
relativamente a topologia 7. Como A é vizinhanca de todos os seus
pontos, A € 7.

A topologia menos fina que contém T, e T4 é a topologia discreta,
ou seja, P(R). De facto, seja T’ uma topologia mais fina do que T, e do
que T4 e seja a € R. Visto que {a} =la—1,alN[a,a+ 1], {a} € T'. Se
A C R, entdo A =|J,ca{a} € T". Logo, T’ = P(X).

Exercicio n920

Suponha-se que f é continua em b € R; pretende-se demonstrar
que f é semi-continua superiormente e inferiormente em b. Afirmar
que f é semi-continua superiormente em b significa que se V for uma
vizinhanca de f(b) (relativamente a topologia do exercicio [4), entéo
f~1(V) é uma vizinhanca de b. Visto que V(C R) é uma vizinhanca
de f(b) sse V contém algum intervalo da forma ] — oo, al[ com a > f(b),
entdo para mostrar que f é semi-continua superiormente em b bastara
mostrar que f~'(] — oo, a[) é uma vizinhanca de b quando a > f(b). Mas
isto é 6bvio, pois f é continua e | — oo, a[ € um aberto para a topologia
usual de R. Mostra-se de maneira analoga que f é semi-continua
inferiormente.

Suponha-se agora que f é semi-continua superiormente e inferi-
ormente em b € R. Quer-se mostrar que f é continua em b, ou seja,
quer-se mostrar que, para cada vizinhanca V de f(b), f~'(V) é uma
vizinhanca de b. Se V for uma vizinhanca de f(b), existe algum ¢ > 0
tal que V DJf(b) — ¢, f(b) + ¢[. Entéo tem-se:

=1 (V) D 71 (1f(b) — ¢, f(b) + €l)
(] — oo, f(b) + e[N]f(b) — &, +ool)
(] — o0

=f f(b
=f! (D) +e) N fT(If(b) — e, +o0l).
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Este conjunto é um aberto, pois é a interseccao de dois abertos, e contém
b. Logo, é uma vizinhanca de b, pelo que f~'(V) também o é.

2l Suponha-se que x4 é uma funcéo semi-continua superiormente.
Entao, em particular, x;‘ (] — 0o, 1[) é um aberto de R. Mas

XA (1 —o0,1[) = AC.

pelo que A é fechado.
Suponha-se agora que A é fechado. Pretende-se mostrar que, para
cada a € R, o conjunto X' (] — 0o, a[) é um aberto de R. Mas tem-se:

R sea>1
XA (l—o00,a) =¢{ Al se0<ax1
0 sea<0

e os conjuntos R, A e () sdo abertos de R.
Bl Tem-se:

f semi-continua superiormente <—-

<= (VaeR):f (] — oo, al) é um aberto

<= (VaeR): (—f)"'(] — a,+o0[) é um aberto
< (Va e R): (—f)""(Ja,+oo[) é um aberto
<= —f semi-continua inferiormente.

4L Suponha-se que, para cada A € A, f, é semi-continua superior-
mente; pretende-se demonstrar que inf)c f) é semi-continua superi-
ormente, ou seja, que, para cada a € R, (infacp fa) ' (] — 00, al) é um
aberto de R. Observe-se que, para cada x € R:

—1
X € (inf fA> (] — 00, a[) < inf f)(x) < a
AEA AEA
<~ (AAeA):fi(x)<a

e, portanto, que se tem:

1
(1n£12) 0= coal = U 0 oorall

AEN
AEN

Este conjunto é claramente um aberto.



183

Exercicio n925|

Seja x € M. Tem-se entdo f(x) R x (porlii.), mas

f(x) R x = g( (x)) R g(x) (porliii)
P(x) R g(x )
= 005) 2 () D
— g(P(x)) R g(x) (porfi)
. S0 3 (a0 (oD
< (Yo)(x) Rp(x). (A.11)

Por outro lado, tem-se x R g(x) (por [ii.), mas
f(x) R g(f(x)) (por i)

— f(x) RP(x)

= f(f(x)) R (f(x)) (por L)
= f(x) R (f(x)) (por ).

Como isto acontece para cada x € M entdo, em particular, tem-se

f(g(x)) R (f(g(x))) (= W(x) R (P o) (x)) (A.12)

x R g(x) = f(x

para cada x € M. Entdo, uma vez que R é anti-simétrica, deduz-se
de (A.11) e de (A.12) que Y = o . Mostra-se de maneira analoga que
©=@oa@.

Se X é um espaco topolégico, entao sejam M = P(X), R a relacao
«incluséo» e f e g as funcdes de M em M definidas por f(A) = A e por
g(A) = A. Entdo R, f e g satisfazem as condicdes da primeira parte do
exercicio.

Exercicio n929|

Se A C B, entdo a(B) = «(AU (B\ A)) = «(A) Ux(B\ A) D «(B).

2l Se A C BeB € 7, entéo, pela primeira alinea e pela defini¢éo de &,
«(A) C «(B) = B. Esta entao provado que, para qualquer B € J que
contenha A, x(A) C B. Como «(A) € F (pois «(x(A)) = x(A)) e como
«(A) D A, isto prova que x(A) é o menor elemento de F (relativamente
a inclusao) que contém A.

B} Basta ver que J satisfaz as condicdes do exercicio[5| Visto que por
hipétese, (@) = 0, é claro que § € F. Como X C «(X) C X, tem-se que
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a(X) = X e, portanto, X € J. Se (A;);c; for uma familia de elementos

de F, entéo, para cada i€ J, ﬂ)-e] A; C Ay, pelo que

x (m A]> C OC(A:L) =A;.
j€]
Como isto tem lugar para cada i € J,
o (ﬂ A)-) c A (A.13)
j€] j€]

e entdo, como a inclusdo inversa tem sempre lugar, a incluséo (A.13) é,
de facto, uma igualdade, ou seja, ﬂjg jA; €T Finalmente, resulta da
dltima condicédo do enunciado que sen € Ne se Ay,...,A, € X, entédo

x(AjU---UAL) = (A7) U---Ua(An).

Resulta desta igualdade que se A4,...,A,, € F, entdo U]Tl:] A; 7.

@ Se A C X entdo, pela proposicio [1.3.1, A é o menor elemento
de F que contém A. Pela segunda alinea, o menor elemento de F que
contém A é x(A).

Exercicio n935

Se f fosse um homeomorfismo, entdo, em particular, se V fosse
uma vizinhanca de 0, f(V) seria uma vizinhanca de f(0) = (0,0). Con-

sidera-se a vizinhanca ] — 1,1[ de 0. Se x €] — 1, 1[\{0}, entao ﬁ;} é
negativo e XZZL tem o mesmo sinal que x, pelo que f(x) esta no quarto

quadrante (se x > 0) ou no segundo (se x < 0). Por outro lado, tem-se

lim f(x) = (0,0),

X—+00

pelo qualquer vizinhanca de (0,0) possui elementos da forma f(x) com
x > 1. Mas se x > 1, entao f(x) pertence ao primeiro quadrante, pelo
que f(x) € f(] —1,1[); logo, f(] — 1, 1[) ndo é uma vizinhanca de (0,0).

2l A funcéo

e: R —  ST\{(0,1)}

N 2x  x2—1
x2—1"x2+1
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é um homeomorfismo cuja inversa é

s'N{(0,1)} — R

X
(x,y) ~ q

Deduz-se entdo que se (u,v) € R? é tal que

2x 2x x2—1>

(u,v):f(x):<X2+1,X2+] X241

para algum x € R \ {0}, entdo (u,v/u) = @(x), pelo que
2

uu
S 1—vA u—v

X

Isto mostra que a funcéo inversa de f|g\ ;0 é a funcao:

LA{(0,0)} — R\ {0}
LLZ

(U.,V) ~ :
u—v

Visto que esta funcéo é claramente continua, f|g\ (o) € um homeomor-
fismo.

B} Considere-se a funcéo:

h: R — R
x~ 1 sex#0
X o~
0 sex =0.

E claro que h é descontinua relativamente a topologia usual. Seja
h: a funcdo f o h o f~'; pretende-se mostrar que h; é continua. Se
(u,v) € L, entédo (u,v) = f(x) para algum x € R, pelo que se tem,
quando (u,v) # (0,0):

he (u,v) = f(h(x))
= f(1/x)

_ (1 (1/x)2—1>
USROS

X ]_x2—1
Cox24+1 77 x2 41

= (u,—v).
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A igualdade hy (u,v) = (u,—v) é também valida quando (u,v) = (0,0).
Logo, h; é continua.
4l Considere-se a funcéo:

g R — R
x ~  min{1,[x}.

Esta funcao é claramente continua relativamente a topologia usual.
Afirmar que g é descontinua relativamente a topologia 7 é o mesmo
que afirmar que

g =fogof ":L—1

é descontinua relativamente a topologia usual em L. Calculos simples
mostram que:

(u,v) seu>0ev<0
VMu,v)el):rgi(u,v) =< (—u,—v) seu<0O0ev>=0
(1,0) nos restantes casos.

Esta funcéo é descontinua pois, por um lado, g (0,0) = (0,0) e, por
outro, lado qualquer vizinhanca de (0,0) contém pontos da forma (u,v)
com u,v > 0, pontos estes que sédo enviados por g; em (1,0).

Exercicio n339

Se (Q fosse topologicamente completo, resultaria do teorema de Baire
que qualquer interseccao de uma familia numeravel de abertos densos
de Q teria interseccdo densa. Mas a familia (Q \ {q}) qeq é uma familia
numeravel de abertos densos de () com interseccéo vazia.

Exercicio n¥48
Considere-se a funcao
f: R — R
N X
AN .
1+ x|

Pela definicdo de d tem-se que (Vx,y € R) : d(x,y) = ]f(x) — f(y)‘
pelo que, se I = f(R), f é uma bijeccao de (R, d) em I (relativamente
a topologia usual em I). E claro que I c] — 1, 1], pois se x € R, entao

f(x)| = %“X‘ < 1. Por outro lado, se y €] — 1,1[, entdo y = f(ﬁ%)
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Isto mostra que I =] — 1, 1[ e que f é uma bijeccdo de R em | — 1, 1] cuja
inversa é
=1 ] -1,1[ — R

X
X >

1 — x|
Esta entao visto que f é uma isometria de (R, d) em ] — 1, 1[. Como este
ultimo espaco nao é completo, (R, d) também néo é completo.

Para ver que a topologia induzida por d é a usual basta provar
que a funcéo id: R — (R, d) é um homeomorfismo se se considerar no
dominio a topologia usual. Visto que f é um homeomorfismo de (IR, d)

m | — 1, 1], isto é 0 mesmo que provar que f o id é um homeomorfismo
de R em | — 1, 1[, ambos munidos da topologia usual. Mas isto é ébvio,
pois f é continua e f~' também.

Exercicio n%50

A condicao @ do enunciado significa que, para cada ¢ € RY,
(Fp e N)(Vmymn e N):myn > p = d(xm,xn) <, (A.14)
enquanto que a condicéo [@] significa que, para cada ¢ € R,
m n
l+m 1+n

Logo, basta provar que, para cada ¢ € R, as condic¢des (A.14) e (A.15)
sdo equivalentes. Seja entdo ¢ € R . Convém observar que a sucessio
(HLH)TLE]N é crescente e converge para 1.

Se se tiver (A.14), ou seja, se existir algum p € N tal que, para cada
mneN mn2>p— d(xm,xn) < g, seja

b =inf
{‘m+1 n+1

(I e RY)(Vm,m e N): <0 = d(xm,xn) < €. (A.15)

‘m#n/\(m<p\/n<p)}

Como a sucessdo (-~ o ) € crescente,
—1 1
__p _p=1_ .
p+1 p p°+p
Se m,n € N forem tais que |m—+1 — n—H‘ < b entao, pela definicdo de 9,

m =mnoum,n > p. Em qualquer dos casos, d(xm,x,) < €.
Se se tiver (A.15), ou seja, se existir algum 6 € R tal que, para
cada m,n € I, se \ | < 5, entdo d(xm,xn) < ¢, sejap € N

m+1 n+1

tal que 1 — 6 < -2=. Se myn € NN forem tais que m,n > p, entéo os
ndimeros 5 e—estao em [52—1,1[ CJ1—5, 1[. Logo, ‘m+1 — n—H‘ <

e, portanto, d(xm,xn) < .
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Exercicio n%4]

Vai-se mostrar que o complementar do grafico de f, ou seja, o con-
junto A = { (x,y) € E? | y # f(x) } é um aberto de E?. Seja (x,y) € A;
vai-se mostrar que A é vizinhanca de (x,y). Resultara daqui que A é
aberto, pois é vizinhanca de todos os seus pontos.

Como (x,y) € A,y # f(x). Logo, como E é separado, existem abertos
Afx) € Ay de E tais que f(x) € Afx), Y € Ay e Agx) NAy = 0. Seja
Ay = f1(Afr). Entdo x € A, e, como f é continua, A, é um aberto
de E, pelo que A, x Ay é um aberto de E. Se (z,w) € A, X Ay, entdo
w # f(z), poisz € A, = f(z) € A¢(x) eentdo,comow € A eAsx) eAy
néo se intersectam, w # f(z), ou seja, (z,w) € A. Esta entao provado
que A contém um aberto que contém (x,y), nomeadamente A, x A,.

Exercicio n%65|
Sejam

Vai-se mostrar que Y, C Y,. De facto, seja (0,y) € Y,. Sabe-se que a
equacao sen(x) =y possui alguma solucéo xy e que todos os nimeros
reais da forma x, + 2nm (n € Z) sao solugdes da equacéo. Seja k € Z
tal que n > k = xo + 2nm > 0; entdo a sucesséo

1 1
- 2 S R
(xo + 2nm’ sen(xo + Tlﬂ))n>k (xo + Znn’y)n>k

é uma sucesséo de elementos de Y, que converge para (0,y), pelo que
(0,y) € Y,. Deduz-se entdo que Y, C YoUY, C Y,, pelo que Yo U Y,
é conexo, pela proposicao Analogamente, pode-se mostrar que
YoUY_ é conexo, pelo que Y é a reunido de dois conexos (nomeadamente,
Yo UY, e Yo UY_) cuja interseccéo nao é vazia, pelo que Y é conexo.

2l Nesta resolucéo, a tnica topologia que se vai considerar em
subconjuntos de R ou de R? é a topologia usual.

Vai-se mostrar que Y., Yy e Y_ sdo componentes conexas por arcos
de Y. Que cada um é conexo por arcos é 6bvio, pois Y, é homeomorfo ao
intervalo [—1, 1], a funcéo

10, +oo[ — Y,
X ~ (x,sen(1/x))
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é um homeomorfismo de ]0, 400l em Y, e de maneira analoga, ] — oo, 0[
é homeomorfoa Y_.

Vai-se agora mostrar que néo existe nenhuma funcéo continua f de
[0,1] em Y tal que f(0) € Yy e f(1) € Y,. Suponha-se, por reducdo ao
absurdo, que uma tal funcao f existe. Seja A ={t e [0,1] | f(t) € Yo }
e seja s = sup A; a definicéo de s faz sentido pois A néo é vazio, visto
que 0 € A. E claro que s € [0,1] eques € A; mas entdo, visto que
f(A) C Yo, f(s) € f(A) C f(A) C Yy = Yo, pois Y, é fechado. Deduz-se
da definicéo de s que f(Js, 1]) N Yy = 0); de facto, f(]s, 1]) C Y., pois que
f(1) € Y, e f(]s,1]) é uma parte conexa de Y, UY_. Seja agora V uma
vizinhanca de f(s) que néo contenha nenhum ponto de R? da forma
(x, 1) (naturalmente, néo sera possivel encontrar uma tal vizinhanca se
f(s) = (0, 1), mas nesse caso bastara considerar uma vizinhanca de f(s)
que néo contenha nenhum ponto de R? da forma (x,—1) e proceder de
maneira analoga). Visto que f é continua em s, existe algum intervalo
aberto U tal que s € U C [0,1] e tal que f(U) C V. Sejat €]s,1] N U,
entdo f(t) = (x,sen(1/x)) para algum x €]0,+oo[. Sejay €]0, x[ tal que
sen(1/y) = 1. Sabe-se que (y,sen(1/y)) € V, pelo que f(U) contém pelo
menos um elemento de Y com primeira coordenada nula (por exemplo,
f(s)) e pelo menos um elemento de Y com primeira coordenada maior
do que y (por exemplo, f(t)), mas ndo contém nenhum elemento cuja
primeira coordenada seja igual a y. Logo f(U) nao é conexo, o que é
absurdo, pois U é conexo e f é continua.

Pode-se mostrar de maneira analoga que néo existe nenhuma fun-
cao continua f: [0,1] — Y tal que f(0) € Yy e f(1) € Y,. Finalmente,
se existisse alguma funcéao f: [0, 1] — Y continua tal que f(0) € Y_ e
f(1) € Y., entdo, pelo teorema dos valores intermédios, existiria algum
to €]0, 1] tal que a primeira coordenada de f(ty) seria nula, pelo que se
teria f(ty) € Yo. Mas entéo a funcéo

g: [0,1] — Y
t o~ f(to+t(1 —to))

seria continua e ter-se-ia g(0) = f(tp) € Yo e g(1) =f(1) € Y., 0oque é
absurdo, conforme ja foi visto.

Exercicio n{74] (alineas [1}, 2}, 3 e dl)

Se A for um aberto de E, entdo A \ {oo} é um aberto de E pois é
igual a A. Caso contréario, E\ (A\{cc}) = AL, que é compacto e, portanto,
uma vez que E é separado, é um fechado de E, pela proposicao [2.5.2
Logo, A \ {co}) é um aberto de E.
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@. E claro que () € T (pois ) C E e é um abertode E) e que E € T
(pois 0o € E e E~ = (), que é um compacto).

Se (Aj)jer for uma familia de elementos de T, quer-se provar que
Ujer € 7. Caso co néo pertenca a nenhum A; (j € 1), entéo tem-se uma
familia de abertos de E e, portanto, a sua reunido é um aberto de E,
pelo que pertence a . Caso contrario, seja i € I tal que co € A;. Entéo
oo € Uje1 Aj e, por outro lado, A% ¢ um compacto de E. Mas ent&o

C
(UA].) =(AS c AL
jel jel
Como oo ¢ AL, Nie AjC = Njer (AJC \{oc}). Mas cada conjunto do tipo
A]c \ {o0} (j € I) é um fechado de E, pois E \ (A? \ {oo}) = A5\ {oo} e,
pela primeira alinea, AE \ {00} é um aberto de E. Logo, ;. (A;J \ {o0})
é um fechado do compacto AE e, portanto, é compacto, pela proposi-
cao Esta entao provado que o conjunto UjEI A; contém oo e que o
seu complementar é compacto, pelo que pertence a 7.

Finalmente, seja (A;);c1 uma familia finita de elementos de T; quer-
-se mostrar que [);.; A; € T. Se oo pertencer a todos os A; (j € 1), entéo
também pertence a interseccéo e

(ﬂA])C = JAJ.

jel jel

Como cada A? (j € 1) é compacto e I é finito, a reunido anterior é
compacta, pelo exercicio Logo, pertence a 7. Caso oo nao pertenca
a Ai, para algum i € I, entdo co néo pertence a interseccao e

A=A\ {oo). (A.16)
jel jel
Pela primeira alinea, cada conjunto da forma A; \ {co} (j € 1) é um
aberto de E. Portanto, o membro da direita de é um aberto de E,
por I ser finito.

Bl Quer-se provar que, se A C E, entdo A é um aberto de E se e s6
se A =A*NE para algum A* € 7. Caso A seja um aberto de E, basta
tomar A* = A. Reciprocamente, seja A* € 7. Entdo A*NE = A\ {oo}e
ja foi visto que A \ {co} € um aberto de E.

@ Primeira resolugdo: Seja (A;)jc; uma cobertura aberta de E;
quer-se mostrar que tem alguma sub-cobertura finita. Existe algum
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ip € I tal que co € A; e entéo AC é compacto. Como AC CE= U)eI

(A N A;)je1 € uma cobertura aberta de AC Mas entao uma vez que A[J
é compacto existe uma parte finita F de I tal que A C Uier(A5 N Al J)e
portanto,

JEF

E=AUuAl =AU A = A

jeF jeFU{i}

Segunda resolucéo: Pode-se mostrar que E é compacto recorrendo a
proposicao @ Seja entdo F uma familia de partes nédo vazias de E
tal que a interseccdo de qualquer nimero finito de elementos de F
contenha algum elemento de F; quer-se mostrar que algum elemento
de E adere a todos os elementos de 7.

Comece-se por supor que existe algum sub-espaco compacto K de E
que contenha algum Fy, € F. Entéo seja Fx ={FNK|Fe F}. Se F € Fx
entdo F # (), pois F = F* N K, para algum F* € ¥, FFNK D F*NF, e este
altimo conjunto nédo é vazio, pois contém algum elemento de F. Por
outro lado, se F1,F;,...,F, € Fx (n € IN), entado, para cadaj € {1,...,n},
F; = F' NK, para algum F; € §. Entéo

ﬁF) ﬁF*ﬂK ﬁFj
=0

j=T j=1 j=

e este ultimo conjunto é uma parte de K que contém algum elemento
de F; logo, contém algum elemento de Fx. Sendo assim, visto que K é
compacto, a proposicao garante que algum elemento de K adere a
todos os elementos de JFy; logo, adere a todos os elementos de F.
Suponha-se agora que nenhum sub-espaco compacto de E contém um
elemento de F. Vai-se ver que, neste caso, oo adere todos os elementos
de F. Seja V uma vizinhanca de co. Entédo V contém algum A € T tal
que oo € A, pelo que A’ é um sub-espaco compacto de E. Por hipétese,
A® ndo contém nenhum elemento de 7, pelo que A intersecta todos os
elementos de F e, por maioria de razédo, V intersecta todos os elementos
de F, o que é o mesmo que dizer que oo adere a todos os elementos de F.

Exercicio n977

Seja (xn )nen a sucessao de elementos de E definida na sugestao. Se
m,n € IN e m # n, entdo tem-se, para cada k € IN, que

1 sek=mouk=n
x(m)y — x(n)x| = .

caso contrario



192 Resolucoes de exercicios seleccionados

pelo que d(x(m),x(n)) = 1. Sendo assim, nenhuma sub-sucessao de
(x(n)),, o Pode ser de Cauchy, pelo que (x(n)), _, néo tem sub-suces-
soes convergentes. Logo, (E, d.) ndo é compacto, pelo teorema

Exercicio n%81]

= Seja Lt uma funcgao que preserva as distancias de (E, d) num
espaco métrico completo (F,d’). Como ( preserva as distancias e L é
totalmente limitado, (L) também é totalmente limitado. Seja K = ((L).
Entao K é totalmente limitado. Como também é fechado e (F,d’) é
completo, K é completo. Visto que K também é totalmente limitado, é

compacto.

= Se existir uma isometria f naquelas condicdes, entéo f(L) é
totalmente limitada, pois é compacta. Logo, f(L) é totalmente limitado,
por ser um subconjunto do anterior. Como f preserva as distancias,
L também é totalmente limitado.

Capitulo 3

Exercicio n%6

Quem examinar a demonstracédo do teorema de Stone-Weierstrass
apercebe-se de que a unica passagem onde podera ser necessario usar
a condicdo do enunciado com A real mas nao necessariamente racional
é a passagem na qual se usa implicitamente que se f pertence a uma
algebra de funcoes F e P € uma funcéo polinomial de R em R, entao
P o f também pertence a F. No entanto, as fun¢oes polinomiais que
surgem no decorrer da demonstragio séo as que resultam de se aplicar
o teorema de Weierstrass a uma restricdo da funcdao médulo. Mas sabe-
-se, pela terceira alinea do exercicio |43|do capitulo |1, que o teorema de
Weierstrass continua valido se se considerarem apenas os polinémios
com coeficientes racionais.
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